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Аннотация

На основе недавно доказанных оценок для 𝐿1-констант Никольского для S𝑑 и R𝑑 да-
ются эффективные оценки константы 𝐾 в следующем неравенстве типа Brown–Lucier для
функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(S𝑑), 0 < 𝑝 < 1:

‖𝑓 − 𝐸1𝑓‖𝑝 6 (1 + 2𝐾)1/𝑝 inf
𝑢∈Π𝑑

𝑛

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝,

где Π𝑑
𝑛 — подпространство сферических полиномов, 𝐸1𝑓 — элемент наилучшего приближе-

ния 𝑓 полиномами Π𝑑
𝑛 в метрике 𝐿1(S𝑑). Результаты обобщаются на случай веса Данкля.
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Abstract

Based on recently proved estimates for the 𝐿1-Nikolskii constants for S𝑑 and R𝑑, effective
bounds for the constant 𝐾 are given in the following inequality of the type Brown–Lucier for
functions 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(S𝑑), 0 < 𝑝 < 1:

‖𝑓 − 𝐸1𝑓‖𝑝 6 (1 + 2𝐾)1/𝑝 inf
𝑢∈Π𝑑

𝑛

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝,

where Π𝑑
𝑛 is the subspace of spherical polynomials, 𝐸1𝑓 is a best approximant of 𝑓 from Π𝑑

𝑛 in
the metric 𝐿1(S𝑑). The results are generalized to the case of the Dunkl weight.
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Установим одно интересное неравенство для приближений функций сферическими поли-
номами в пространстве 𝐿𝑝 при 0 < 𝑝 < 1, возникшее в связи с работами [1, 3, 4, 2].

Пусть 𝑑 ∈ N, 𝑛 ∈ Z>0, 𝑝 ∈ (0,∞], S𝑑 — единичная евклидова сфера в R𝑑+1 с обычной лебего-
вой мерой 𝑑𝑥, ‖𝑓‖𝑝 =

(︀∫︀
S𝑑 |𝑓 |

𝑝 𝑑𝑥
)︀1/𝑝, Π𝑑

𝑛 — подпространство сферических полиномов порядка
не выше 𝑛, 𝐶(𝑑, 𝑛) = sup𝑢∈Π𝑑

𝑛∖{0}
‖𝑢‖∞
‖𝑢‖1 — точная константа Никольского в пространстве 𝐿1(S𝑑).

Пусть 0 < 𝑝 < 1. Из результатов работы [1] вытекает следующее утверждение.

Предложение 1 ([1]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(S𝑑), 𝐸1𝑓 — элемент наилучшего приближения
функции 𝑓 полиномами из Π𝑑

𝑛 в метрике 𝐿1(S𝑑) (он существует). Тогда

‖𝑓 − 𝐸1𝑓‖𝑝 6 (1 + 2𝐾)1/𝑝 inf
𝑢∈Π𝑑

𝑛

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝, (1)

где
𝐾 = sup

𝑢∈Π𝑑
𝑛∖{0}

‖𝑢‖∞
‖𝑢‖1

.

2This Research was performed by a grant of Russian Science Foundation (project 18-11-00199),
https://rscf.ru/project/18-11-00199/.
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В [1] отмечается, что константу (1+2𝐾)1/𝑝 можно заменить на лучшую (2𝐾)1/𝑝−1, однако
для доказательства дана ссылка неопубликованную работу. Мы не смогли найти эту работу,
поэтому считаем, что данный вопрос открыт. В целом, интерес к неравенствам вида (1) обу-
словлен тем фактом, что мы можем найти 𝐸1𝑓 методами аппроксимации в 𝐿1. Например, для
𝑛 = 0 (приближение константами) получаем медиану.

Ясно, что 𝐾 = 𝐶(𝑑, 𝑛). Поэтому для придания неравенству (1) завершенного вида мож-
но применить верхние оценки констант Никольского. В этой связи воспользуемся следую-
щими утверждениями, вытекающими из результатов работ [4, 2] при 𝑝 = 1. Пусть 𝐿(𝑑) =

sup𝑓∈ℰ𝑑
1 ∖{0}

|𝑓(0)|
‖𝑓‖1 — точная константа Никольского для целых функций экспоненциального сфе-

рического типа не выше 1, ограниченных в пространстве 𝐿1(R𝑑).

Предложение 2 ([4]). Для 𝑑 ∈ N, 𝑛 ∈ Z>0 имеем

𝑛𝑑𝐿(𝑑) 6 𝐶(𝑑, 𝑛) 6 (𝑛+ 𝜃𝑑)
𝑑𝐿(𝑑),

где 𝜃1 = 1, 𝜃𝑑 = 2⌈𝑑+1
2 ⌉ при 𝑑 > 2.

Предложение 3 ([2]). Для 𝑑 ∈ N

2−𝑑 6 2𝑑𝜋𝑑/2Γ
(︁𝑑
2
+ 1
)︁
𝐿(𝑑) 6 𝐹𝑑 = 1𝐹2

(︁𝑑
2
;
𝑑

2
+ 1,

𝑑

2
+ 1;−

𝛽2𝑑
4

)︁
,

где 𝛽𝑑 — первый положительный функции Бесселя 𝐽𝑑/2. При 𝑑→ ∞

𝐹𝑑 = (
√︀
2/𝑒 )𝑑 (1+𝑂(𝑑−2/3),

√︀
2/𝑒 = 0.857 . . . .

Из предложений 1, 2, 3 немедленно получаем следующее основное утверждение.

Предложение 4. Для 𝑑 ∈ N, 𝑛 ∈ Z>0, 𝑝 ∈ (0, 1) имеем

‖𝑓 − 𝐸1𝑓‖𝑝 6 (1 + 2𝐾)1/𝑝 inf
𝑢∈Π𝑑

𝑛

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝,

где
𝑛𝑑

4𝑑𝜋𝑑/2Γ(𝑑/2 + 1)
6 𝐾 = 𝐶1(𝑑, 𝑛) 6

(𝑛+ 𝜃𝑑)
𝑑𝐹𝑑

2𝑑𝜋𝑑/2Γ(𝑑/2 + 1)
.

При больших 𝑑 равномерно по 𝑛, 𝑑 имеем

𝑛𝑑

(8/𝑒)𝑑/2(𝜋𝑑)(𝑑+1)/2
. 𝐾 .

(𝑛+ 𝑑+ 2)𝑑

(𝜋𝑑)(𝑑+1)/2
.

Отметим, что предложение 4 позволяет оценить 𝐾 в больших размерностях, когда 𝑛 срав-
нимо с 𝑑. Такие вопросы поднимаются в современной теории информационной сложности.

Предложение 4 обобщается на случай сферического веса Данкля [3]

𝑣𝜅(𝑥) =
∏︁

𝑎∈𝑅+

|⟨𝑎, 𝑥⟩|2𝜅(𝑎), 𝑥 ∈ R𝑑+1,

связанного с системой корней 𝑅 ⊂ R𝑑+1 — система корней, 𝑅+ — положительная подсистема
𝑅, 𝜅 : 𝑅→ R+ — функция кратности, инвариантная относительно группы отражений.

Пусть ‖𝑓‖𝑝,𝜅 =
(︀∫︀
S𝑑 |𝑓 |

𝑝 𝑣𝜅 𝑑𝑥
)︀1/𝑝. Тогда аналогично предложению 4

‖𝑓 − 𝐸1𝑓‖𝑝,𝜅 6 (1 + 2𝐾)1/𝑝 inf
𝑢∈Π𝑑

𝑛

‖𝑓 − 𝑢‖𝑝,𝜅,

где 𝐾 — весовая константа Никольского 𝐶𝜅(𝑑, 𝑛) = sup𝑢∈Π𝑑
𝑛∖{0}

‖𝑢‖∞
‖𝑢‖1,𝜅 .

В [3] показано, что если размерность Данкля 𝑑𝜅 = 𝑑+ 2
∑︀

𝑎∈𝑅+
𝜅(𝑎) целая, то

𝐶𝜅(𝑑, 𝑛) 6 𝐶(𝑑𝜅, 𝑛).

Поэтому в этом случае можно воспользоваться предложением 4 для оценки 𝐾 = 𝐶𝜅(𝑑, 𝑛)
сверху.
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