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Аннотация

В статье рассматривается задача дифракции сферической монохроматической звуко-
вой волны на абсолютно жесткой сфере. Для представления рассеянного поля использу-
ется представление в виде интеграла Кирхгофа. Это приводит к необходимости решения
интегрального уравнения Фредгольма второго рода для определения потенциала скорости
в рассеянной волне на поверхности рассеивателя. Показано, что использование квадратур-
ных формул на основе сеток Смоляка позволяет сократить число вычислений при прибли-
женном вычисление интегралов, при решении интегрального уравнения и при вычислении
рассеянного поля на поверхности сферы и в дальней зоне. Этот метод сравнивался с мето-
дом простых ячеек, который учитывает механическую постановку задачи и имеет тот же
порядок точности. Оценка точности вычисления давления на поверхности сферы и форм-
функции рассеянного поля на основе решения интегрального уравнения проводится путем
сравнения с аналитическим решением на основе разложения по сферическим волновым
функциям.
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Abstract

The article discusses spherical diffraction problem monochromatic sound wave absolutely
rigid sphere. To represent the scattered field, a representation in the form of a Kirchhoff integral
is used. This leads to the need to solve the Fredholm integral equation of the second kind to
determine the velocity potential in the scattered wave on the surface of the scatterer. It is shown
that the use of quadrature formulas based on number-theoretic grids allows you to reduce the
number of calculations for the approximate calculation of integrals, when solving the integral
equation and when calculating the scattered field on the surface of the sphere and in the far
field. This method was compared with the simple cell method, which takes into account the
mechanical formulation of the problem and has the same order of accuracy. Estimation of the
accuracy of calculating the pressure on the surface of the sphere and the form-function of the
scattered field based on the solution of the integral equation was carried out by comparison
with the analytical solution based on the expansion in spherical wave functions.
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1. Введение

При решении задач акустики широко используется метод интегральных уравнений, осно-
ванный на интегральном представлении излучаемого или рассеянного звукового поля в форме
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Кирхгофа-Гельмгольца, которая предполагает определение акустического поля вне рассеива-
теля (излучателя) по известным характристикам поля на поверхности объекта в виде инте-
грала по этой поверхности. Для большей части интересных для практики задач дифракции
звуковых волн представление рассеянной звуковой волны в форме Кирхгофа-Гельмгольца
приводит к необходимости приближенного решения интегральных уравнений относительно
потенциала скорости частиц жидкости в рассеянном поле.

Такой подход к решению задач дифрации звука в литературе часто называют методом
граничных интегральных уравнений (BIEM) или методом граничных элементов (BEM). Он
активно используется исследователями для решения задач о рассеянии звука различными
объектами. Например в работе [1] рассматривается итерационая процедура решения задач
рассеяния (излучения) звука на основе граничных интегральных уравнений. В работе [2] ме-
тод BIEM используется для расчета рассеяния звука от конечного жесткого цилиндра вблизи
мягкой границы. Авторами работы [3] выполненя анализ эффекта использования изогеомет-
рических граничных элементов при исследовании акустического рассеяния на твердых те-
лах с использованием метода граничных элементов. В монографии [4] изложены принципы
использования интегральных уравнении для решения задач излучения и дифракции звука,
представлено решение некоторых задач.

Численная реализация метода граничных интегральных уравнений имееет ряд ограниче-
ний. Одно из них связано с обеспечением требуемой точности приближенного решения инте-
грального уравнения. При дискретизации интегрального уравнения для получения удовлетво-
рительной точности возникает необходимость разбиения поверхности, по которой осуществля-
ется интегрирование, на интервалы длиной не более одной десятой длины звуковой волны. Это
ограничивает волновые размеры тела, так как порядок системы алгебраических уравнений,
возникающей при дискретизации, не должен быть слишком большим для возможности прак-
тических вычислений. Таким образом, возникает проблема построения сетки со сравнительно
небольшим числом узлов, чтобы решение задачи с требуемой точностью было пригодно в ши-
роком диапазоне волновых размеров тела. В настоящей работе на основе решения эталонной
задачи дифракции сферической звуковой волны на абсолютно жесткой сфере производится
сравнительный анализ решений интегральных уравнений с помощью классических формул
численного интегрирования и формул, построенных на теоретико-числовых сетках.

2. О теоретико-числовых сетках

Теоретико-числовые сетки возникают при решении классических задач теоретико-числово-
го метода в приближенном анализе: численное интегрирование и интерполированияе функций
многих переменных, решение линейных интегральных уравнений, решение дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. В этой работе нас будут интересовать задачи чис-
ленного решения линейных интегральных уравнений и построения по полученному решению
интерполяционного многочлена, с целью проведения численного эксперимента по применению
теоретико-числовых сеток к решению задач акустики.

Теоретико-числовые сетки (см. [8]) можно поделить на два класса, которые для своего оп-
тимального применения требуют периодизации и для которых периодизация не дает эффекта
улучшения точности. Наиболее интересны для нас сетки Смоляка и параллелипепедальные
сетки, так как они при интегрировании периодических функций из класса Коробова 𝐸𝛼

𝑠 учи-
тывают класс гладкости 𝛼.

Решение интегральных уравнений Фредгольма второго рода и Вольттера описаны, как
с применением теоретико-числовых методов [9], [10], так и с применением других методов
[11, 12, 13].

Математические вопросы построения интерполяционных многочленов с использованием,
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как теоретико числовых, так и других методов описаны в работах [9, 14, 15, 16, 19].

3. Постановка задачи

Рассмотрим абсолютно жесткую сферу 𝑇 радиуса 𝑎, находящуюся в безграничном про-
странстве Ω, заполненным идеальной жидкостью с плотностью 𝜌 и скоростью звука 𝑐. Пусть
из внешнего пространства на тело падает сферическая звуковая волна Ψ0, излучаемая точеч-
ным источником, расположенным в точке 𝑀0 (рис. 1).

Введем декартову систему координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 с началом 𝑂 в центре сферы. В сфери-
ческой системе координат 𝑟, 𝜃, 𝜙, связанной с декартовой соотношениями 𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃, положение источника определяется координатами (𝑟0, 𝜃0, 𝜙0).

Рис. 1: Геометрия задачи

Потенциал скорости падающей волны запишется в виде

Ψ0 = 𝐴 exp[𝑖(𝑘𝑅− 𝜔𝑡)]/𝑅,

где 𝐴 – амплитуда волны; 𝑘 = 𝜔/𝑐 = 2𝜋/𝜆 – волновое число в окружающей жидкости; 𝜔 –
круговая частота; 𝜆 – длина волны; 𝑡 – время; 𝑅 – длина вектора R =𝑀0𝑀

𝑅 = |v𝑟 − r0| =
√︁
𝑟2 + 𝑟20 − 2𝑟 𝑟0 cos 𝛾, 𝜃 cos 𝛾 = cos 𝜃 cos 𝜃0 + sin 𝜃 sin 𝜃0 cos(𝜙− 𝜙0);

r – радиус-вектор точки наблюдения 𝑀 ; r0 – радиус-вектор точки источника 𝑀0.
В дальнейшем временной множитель e−𝑖𝜔𝑡 будем опускать.
Определим акустическое поле, рассеянное сферой.
Заметим, что расположение источника можно выбрать так, чтобы задача стала осесиммет-

ричной. Однако рассмотрим общий случай произвольного расположения источника, который
возникает, например, при рассмотрения рассеяния сферической волны на двух и более телах
или в присутствии границ раздела сред.

4. Решение задачи методом интегральных уравнений

Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-
лебаний описывается уравнением Гельмгольца [5]

ΔΨ+ 𝑘2Ψ = 0, (1)
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где Ψ = Ψ0 +Ψ𝑠 – потенциал скорости полного акустического поля; Ψ𝑠 – потенциал скорости
рассеянной волны;

Δ =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
+

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2

𝜕𝜙2

– оператор Лапласа в сферической системе координат.
Скорость частиц v и акустическое давление 𝑝 в жидкости определяются по формулам

v = 𝑔𝑟𝑎𝑑Ψ, 𝑝 = 𝑖𝜌𝜔Ψ.

Граничные условия на поверхности Γ сферы заключаются в равенстве нулю нормальной

скорости частиц жидкости 𝑣𝑟 =
𝜕Ψ

𝜕𝑟
𝜕Ψ

𝜕 𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0. (2)

Таким образом, в математической постановке задача состоит в нахождении решения урав-
нения (1), удовлетворяющего граничному условию (2) и условиям излучения на бесконечности
[5].

Согласно методу интегральных уравнений [4] рассеянное телом поле записывается в виде

Ψ𝑠(𝑀) =

∫︁
𝑆

[︂
Ψ𝑠(𝑄)

𝜕 𝐺(𝑀 ;𝑄)

𝜕n1
− 𝜕Ψ𝑠(𝑄)

𝜕n1
𝐺(𝑀 ;𝑄)

]︂
𝑑𝑆1, (3)

где 𝑀 – точка наблюдения, имеющая сферические координаты (𝑟, 𝜃, 𝜙); 𝑄 – точка на поверх-
ности тела 𝑆 с координатами (𝑎, 𝜃1, 𝜙1); 𝐺 – функция Грина для свободного пространства,
удовлетворяющая неоднородному уравнению Гельмгольца

Δ𝐺(r; r1) + 𝑘2𝐺(r; r1) = −4𝜋𝛿(r− r1);

r1 – радиус-вектор точки 𝑄; 𝑑𝑆1 = 𝑎2 sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙1 – элемент поверхности. Индекс 1 в фор-
муле (3) означает, что дифференцирование и интегрирование производится по отношению к
переменной 𝑟1.

В трехмерном случае функция Грина выбирается в виде потенциала точечного источника

𝐺(𝑀 ;𝑄) = exp(𝑖𝑘𝑅1)/𝑅1,

где 𝑅1 – расстояние между точками 𝑀 и 𝑄;

𝑅1 = |r− r1| =
√︀
𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑟 𝑎 cos 𝛾1, cos 𝛾1 = cos 𝜃 cos 𝜃1 + sin 𝜃 sin 𝜃1 cos(𝜙− 𝜙1).

Для определения рассеянного телом поля Ψ𝑠(𝑀) необходимо сначала найти поле на по-
верхности тела Ψ𝑠(𝑄). Устремляя точку 𝑀 на поверхность тела, из (3) получаем [4]

1

2
Ψ𝑠(r2) =

∫︁
𝑆

[︂
Ψ𝑠(r1)

𝜕 𝐺(r2; r1)

𝜕 n1
− 𝜕Ψ𝑠(r1)

𝜕 n1
𝐺(r2, r1)

]︂
𝑑𝑆1, (4)

где r2 – радиус-вектор точки на поверхности тела.
Из граничного условия (2) имеем

𝜕Ψ𝑠

𝜕 𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= − 𝜕Ψ0

𝜕 𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

.
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Тогда интегральное уравнение (4) принимает вид

Ψ𝑠(r2) +

∫︁
𝑆

Ψ𝑠(r1) 𝐾(r2; r1) 𝑑𝑆1 = 𝑓(r2), (5)

где

𝐾(r2; r1) = −2
𝜕𝐺(r2; r1)

𝜕n
; 𝑓(r2) = −2

∫︁
𝑆

𝜕Ψ0(r1)

𝜕n
𝐺(r2; r1) 𝑑𝑆1.

Запишем интегральное уравнение Фредгольма второго рода (5) с ядром 𝐾(r2; r1) и правой
частью 𝑓(𝑟2) в сферической системе координат. Будем иметь

Ψ𝑠(𝜃2, 𝜙2) +

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

Ψ𝑠(𝜃1, 𝜙1) 𝐾(𝜃2, 𝜙2; 𝜃1, 𝜙1) 𝑎
2 sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙1 = 𝑓(𝜃2, 𝜙2), (6)

где

𝐾(𝜃2, 𝜙2; 𝜃1, 𝜙1) = −2
𝜕 𝐺(𝑟2, 𝜃2, 𝜙2; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1

⃒⃒⃒⃒
𝑟1=𝑟2=𝑎

;

𝑓(𝜃2, 𝜙2) = −2𝑎2
2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

[︂
𝜕Ψ0(𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1
𝐺(𝑟2, 𝜃2, 𝜙2; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

]︂
𝑟1=𝑟2=𝑎

sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙1;

𝐺(𝑟2, 𝜃2, 𝜙2; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)|𝑟1=𝑟2=𝑎 =
exp(𝑖𝑘𝑅1)

𝑅1

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎, 𝜃=𝜃2, 𝜙=𝜙2

;

𝜕 𝐺(𝑟2, 𝜃2, 𝜙2; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1

⃒⃒⃒⃒
𝑟1=𝑟2=𝑎

=

[︂
𝑖𝑘𝑅− 1

𝑅3
exp(𝑖𝑘𝑟)(𝑟 − 𝑟1 cos 𝛾1)

]︂
𝑟=𝑎, 𝜃=𝜃2, 𝜙=𝜙2

;

𝜕Ψ0(𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1

⃒⃒⃒⃒
𝑟1=𝑎

=

[︂
𝐴
𝑖𝑘𝑅− 1

𝑅3
exp(𝑖𝑘𝑟)(𝑟 − 𝑟0 cos 𝛾)

]︂
𝑟=𝑎, 𝜃=𝜃1, 𝜙=𝜙1

.

Интегралы, стоящие в левой и правой частях уравнения (6) следует понимать в смысле
главного значения.

Таким образом, для решение поставленной задачи осуществляется в два этапа. Сначала
решается интегральное уравнение (6) и находится функция Ψ𝑠 на поверхности тела 𝑟 = 𝑎.
Затем по формуле (3) вычисляется рассеянное акустическое поле в пространстве.

Формула (3) в сферической системе координат имеет вид

Ψ𝑠(𝑟, 𝜃, 𝜙) = 𝑎2
2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

[︂
Ψ𝑠(𝑎, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1
+

+
𝜕Ψ0(𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1
𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

]︂
𝑟1=𝑎

sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙1. (7)

Рассмотрим дальнюю зону акустического поля, полагая 𝑘𝑟 ≫ 1. Тогда

𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)|𝑟1=𝑎 =
exp(𝑖𝑘𝑅1)

𝑅1
≈ exp(𝑖𝑘𝑟)

𝑟
, 𝜃

𝜕𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕𝑟1

⃒⃒⃒⃒
𝑟1=𝑎

≈ 𝑖𝑘
exp(𝑖𝑘𝑟)

𝑟
.

В результате из (7) получим следующее выражение для потенциала рассеянной волны

Ψ𝑠 =
𝑎

2𝑟
exp(𝑖𝑘𝑟)𝐹 (𝜃, 𝜙), (8)

где

𝐹 (𝜃, 𝜙) = 2𝑎

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

[︂
𝑖𝑘Ψ𝑠(𝑎, 𝜃1, 𝜙1) +

𝜕Ψ0(𝑎, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕 𝑟1

]︂
sin 𝜃1 𝑑𝜃1 𝑑𝜙1. (9)
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5. Дискретизация интегрального уравнения

Для численного решения интегрального уравнения (6) проведем его дискретизацию, вос-
пользовавшись методом ячеек [6].

Разобьем поверхность сферы на ячейки, образованные пересечением меридианов 𝜃 = 𝜃𝑞

(𝑞 = 1, 2, ..., 𝑁) и параллелей 𝜙 = 𝜙𝑙 (𝑙 = 1, 2, ..., 𝐿) с шагами ℎ𝜃 =
𝜋

𝑁
и ℎ𝜙 =

2𝜋

𝐿
соответственно.

Всего будем иметь 𝑁 × 𝐿 ячеек. Площадь каждой ячейки (𝑞, 𝑙) равна

𝑆𝑞𝑙 = 𝑎2

𝜙𝑙+1∫︁
𝜙𝑙

𝜃𝑞+1∫︁
𝜃𝑞

sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙 (𝑞 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝑙 = 1, 2, ..., 𝐿).

Согласно методу ячеек

𝑎2
2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

𝑓(𝜃, 𝜙) sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜙 ≈
𝑁∑︁
𝑞=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝑓(𝜃𝑞, 𝜙𝑙)𝑆𝑞𝑙, (10)

где (𝜃𝑞, 𝜙𝑙) – координаты центра ячейки (𝑞, 𝑙); 𝜃𝑞 = (𝜃𝑞 + 𝜃𝑞+1)/2; 𝜙𝑙 = (𝜙𝑙 + 𝜙𝑙+1)/2. Таким
образом, квадратурная формула (10) будет содержать 𝑁 × 𝐿 узлов.

Введем следующие обозначения:

𝑝𝑞𝑙 = Ψ𝑠(𝜃𝑞, 𝜙𝑙), 𝜃𝐾𝑖𝑗𝑞𝑙 = 𝐾(𝜃𝑖, 𝜙𝑗 ; 𝜃𝑞, 𝜙𝑙), 𝜃𝑓𝑖𝑗 = 𝑓(𝜃𝑖, 𝜙𝑗).

Тогда на основании формулы (10) запишем дискретный аналог интегрального уравне-
ния (6)

𝑝𝑖𝑗 +

𝑁∑︁
𝑞=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝛼𝑖𝑗𝑞𝑙 𝑝𝑘𝑙 = 𝑓𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝐿), (11)

где

𝛼𝑖𝑗𝑞𝑙 = 𝐾𝑖𝑗𝑞𝑙𝑆𝑞𝑙; 𝜃𝑓𝑖𝑗 = −2
𝑁∑︁
𝑞=1

𝐿∑︁
𝑙=1

𝜕Ψ0(𝑎, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)

𝜕𝑟1
𝐺(𝑎, 𝜃𝑖, 𝜙𝑗 ; 𝑎, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)𝑆𝑞𝑙.

Система (11) есть система𝑁×𝐿 линейных алгебраических уравнений с𝑁×𝐿 неизвестными
𝑝𝑞𝑙 (𝑞 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝑙 = 1, 2, ..., 𝐿).

При численной реализации в точках сингулярности (𝜃1 = 𝜃2, 𝜙1 = 𝜙2) значения функций

𝑔1(𝜃2, 𝜙2; 𝜃1, 𝜙1) = 𝐺(𝑎, 𝜃2, 𝜙2; 𝑎, 𝜃1, 𝜙1) и 𝑔2(𝜃2, 𝜙2; 𝜃1, 𝜙1) =
𝜕𝐺(𝑎, 𝜃2, 𝜙2; 𝑎, 𝜃1, 𝜙1)

𝜕𝑟1
принима-

лись равными среднему

𝑔𝑗(𝜃2, 𝜙2; 𝜃1, 𝜙1) =
1

4
lim
𝜀→0

[𝑔𝑗(𝜃1 + 𝜀, 𝜙1 + 𝜀; 𝜃1, 𝜙1) + 𝑔𝑗(𝜃1 − 𝜀, 𝜙1 − 𝜀; 𝜃1, 𝜙1)+

+𝑔𝑗(𝜃1 + 𝜀, 𝜙1 − 𝜀; 𝜃1, 𝜙1) + 𝑔𝑗(𝜃1 − 𝜀, 𝜙1 + 𝜀; 𝜃1, 𝜙1)] (𝑗 = 1, 2),

что, по существу, позволяет выделить главные значения интегралов, присутствующих в (6).
После нахождения из системы (11) величин 𝑝𝑞𝑙 (𝑞 = 1, 2, ..., 𝑁 ; 𝑙 = 1, 2, ..., 𝐿) для опреде-

ления рассеянного акустического поля в произвольной точке пространства и в дальней зоне
поля из формул (7) и (9) получаем

Ψ𝑠(𝑟, 𝜃, 𝜙) =
𝑁∑︁
𝑞=1

𝐿∑︁
𝑙=1

[︂
𝑝𝑞𝑙
𝜕𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)

𝜕𝑟1
+
𝜕Ψ0(𝑟1, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)

𝜕𝑟1
𝐺(𝑟, 𝜃, 𝜙; 𝑟1, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)

]︂
𝑟1=𝑎

𝑆𝑞𝑙, (12)

𝐹 (𝜃, 𝜙) =
2

𝑎

𝑁∑︁
𝑞=1

𝐿∑︁
𝑙=1

[︂
𝑖𝑘 𝑝𝑞𝑙 +

𝜕Ψ0(𝑟1, 𝜃𝑞, 𝜙𝑙)

𝜕𝑟1

]︂
𝑟1=𝑎

𝑆𝑞𝑙. (13)
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6. Построение теоретико-числовой сетки

Практика показывает, что для обеспечения достаточной для практического применения
точности вычисления интегралов, входящих в выражения (6), (7), (9), (10), методом ячеек
требуется вычисления подынтегральных функций в десятках тысяч точек. Поэтому актуаль-
ной является задача выбора эффективного метода приближенного вычисления интегралов
такого вида.

Для решения этой задачи перспективными представляются использование теоретико-
числовых сеток, в частности в этой работе остановимся на двумерных сетках Смоляка, как
наиболее простых для реализации. Квадратурная формула по этим сеткам для функций из
класса 𝐸𝛼

2 (𝐶) на квадрате [0, 1]× [0, 1] описываются следующем образом:

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
1

2𝑞

𝑞−1∑︁
𝜈=1

2𝜈−1∑︁
𝑘1=0

2𝑞−𝜈−1∑︁
𝑘2=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈
,
𝑘2
2𝑞−𝜈

)︂
−

− 1

2𝑞−1

𝑞−2∑︁
𝜈=1

2𝜈−1∑︁
𝑘1=0

2𝑞−1−𝜈−1∑︁
𝑘2=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈
,

𝑘2
2𝑞−1−𝜈

)︂
−𝑅𝑁(1)(𝑞)[𝑓 ], (14)

где 𝑞 – параметр сетки, натуральное число большее двух; 𝑁 (1)(𝑞) – количество точек сетки
Смоляка с учетом их кратности.

При этом для остаточного члена в (14) справелива оценка

⃦⃦⃦
𝑅𝑁(1)(𝑞)[𝑓 ]

⃦⃦⃦
𝐸𝛼

2

6
4𝜁(𝛼)22𝛼𝑞

2𝑞𝛼
= 𝑂

(︃
ln𝛼+1𝑁 (1)(𝑞)

(𝑁 (1)(𝑞))𝛼

)︃
.

В работе [17] показано, что просуммировав веса в (14) и используя каноническое пред-
ставление двумерных сеток Смоляка без повторяющихся узлов, можно сократить количество
узлов квадратурной формулы в 4 раза.

Интегралы из выражений (6), (7), (9), (10) вычислятся по поверхности сферы и имеют вид

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

𝐹 (𝜃, 𝜙)𝑑𝜃𝑑𝜙, (15)

где функция 𝐹 (𝜃, 𝜙) периодическая по 𝜃 с периодом 2𝜋, и не периодическая по 𝜙.
Рассмотрим функцию

𝐹1(𝜃, 𝜙) =

{︂
𝐹 (𝜃, 𝜙), 0 6 𝜙 6 𝜋;
𝐹 (𝜃, 2𝜋 − 𝜙), 𝜋 6 𝜙 6 2𝜋.

, 𝐹 (𝜃, 𝜙) =
1

2
(𝐹1(𝜃, 𝜙) + 𝐹1(𝜃, 2𝜋 − 𝜙)). (16)

Функция 𝐹1(𝜃, 𝜙) решает задачу простейшей периодизации. Вопросы периодизации функ-
ций подробно рассмотрены в монографии Н. М. Коробова [18]. В отличие от изложенных в мо-
нографии способов простейшей периодизации (16), позволяет решать интегральные уравнения
Фредгольма второго рода путем сведения к системе линейных уравнений без дополнительных
конструкций.

Путем введения новых переменных

𝑥1 =
𝜃

2𝜋
, 𝑥2 =

𝜙

2𝜋
(17)
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интеграл типа (15) приводится к форме интеграла, стоящего в левой части (14). Действительно
из (17) следует, что 𝑑𝜃 = 2𝜋𝑑𝑥1, 𝑑𝜙 = 2𝜋𝑑𝑥2. Тогда интеграл (15) принимает вид

2𝜋∫︁
0

𝜋∫︁
0

𝐹 (𝜃, 𝜙) 𝑑𝜃𝑑𝜙 =
1

2

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝐹1(𝜃, 𝜙) 𝑑𝜃𝑑𝜙 =

= 2𝜋2
1∫︁

0

1∫︁
0

𝐹1(2𝜋𝑥1, 2𝜋𝑥2) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (18)

где 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 2𝜋2𝐹1(2𝜋𝑥1, 2𝜋𝑥2).
Заметим, что решение интегрального уравнения при фиксированном 𝑟 дает нам прибли-

женное значение функции Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜙) и ее производной по нормали к поверхности тела 𝜕Ψ(𝑟, 𝜃,𝜙)
𝜕𝑟 .

При построение интерполяционного многочлена по тригонометрической системе базисных
функций описанных в статье [17] получаем конечный ряд Фурье по сеткам Смоляка, кото-
рый решает задачу аппроксимации функции Ψ(𝑟, 𝜃, 𝜙) и ее производной по нормали 𝜕Ψ(𝑟, 𝜃,𝜙)

𝜕𝑟 .
Отметим также, что при решение задачи квадратурные формулы по сеткам Смоляка (14)

можно заменить квадратурными формулами по параллелепипедальным сеткам (см. [18]):

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂
𝑘

𝑁
,

{︂
𝑎𝑘

𝑁

}︂)︂
+𝑅𝑁 (𝑓), (19)

где 𝑎 — оптимальный коэффициенты, 𝑁 — количество узлов параллелепипедальной сетки.
Наиболее хорошие сетки получаются, если 𝑎 равно 𝑛−1 числу Фибоначчи, а 𝑁 равно 𝑛 числу
Фибоначчи. Использование базисных тригонометрических функций из работы [19] позволяет
построить многочлен решающий задачу Фурье интерполяции по параллелепипедальной сетке
для исходной задачи.

7. Нахождение точного решения задачи

Для сравнения точности решений интегральных уравнений, полученных с помощью клас-
сических квадратурных формул и с использованием теоретико-числовых сеток воспользуемся
строгим решением задачи.

Для получения точного аналитического решения осуществим разложение сферической
волны по сферическим волновым функциям [7]

Ψ0 = 𝐴𝑖𝑘
∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

(2− 𝛿0𝑚)(2𝑛+ 1)
(𝑛−𝑚)!

(𝑛+𝑚)!
𝑃𝑚
𝑛 (cos 𝜃)𝑃𝑚

𝑛 (cos 𝜃0) cos𝑚(𝜙− 𝜙0)×

×
{︂
𝑗𝑛(𝑘𝑟)ℎ𝑛(𝑘𝑟0), 𝜃𝑟0 > 𝑟,
𝑗𝑛(𝑘𝑟0)ℎ𝑛(𝑘𝑟), 𝜃𝑟 > 𝑟0,

(20)

где 𝑗𝑛(𝑥) – сферическая функция Бесселя порядка 𝑛; ℎ𝑛(𝑥) – сферическая функция Ганкеля
первого рода порядка 𝑛; 𝑃𝑚

𝑛 (𝑥) – присоединенная функция Лежандра первого рода степени 𝑛
порядка 𝑚; 𝛿0𝑚 – символ Кронекера.

Учитывая условия излучения на бесконечности [5], функцию Ψ𝑠 будем искать в виде

Ψ𝑠 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

𝐴𝑛𝑚ℎ𝑛(𝑘𝑟)𝑃
𝑚
𝑛 (cos 𝜃) cos𝑚 (𝜙− 𝜙0). (21)
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Подставляя разложения (20) и (21) в граничное условие (2), находим коэффициенты 𝐴𝑛𝑚

𝐴𝑛𝑚 = −𝑖𝑘(2− 𝛿0𝑚)(2𝑛+ 1)
(𝑛−𝑚)!

(𝑛+𝑚)!
ℎ𝑛(𝑘𝑟0)𝑃

𝑚
𝑛 (cos 𝜃0)

𝑗𝑛(𝑘𝑎)

ℎ𝑛(𝑘𝑎)
. (22)

Для нахождения функции Ψ𝑠 на поверхности тела Γ следует в (20) положить 𝑟 = 𝑎
Дальнее поле рассеяния определяется по формуле (8), в которой выражение для 𝐹 (𝜃, 𝜙)

получим, воспользовавшись асимптотической формулой для сферической функции Ганкеля
первого рода при больших значениях аргумента [7]

ℎ𝑛(𝑘𝑟) ≈ (−𝑖)𝑛+1 exp(𝑖𝑘𝑟)

𝑘𝑟
(𝑘𝑟 ≫ 1). (23)

Подставляя (23) в (21), находим

𝐹 (𝜃, 𝜙) =
2

𝑘𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝑛∑︁
𝑚=0

(−𝑖)𝑛+1𝐴𝑛 𝑃
𝑚
𝑛 (cos 𝜃) cos𝑚(𝜙− 𝜙0). (24)

8. Численные исследования

Исследуем распределение потенциала рассеянной волны на поверхности тела и в дальней
зоне поля, и проведем сравнительный анализ Ψ𝑠(𝑎, 𝜃, 𝜙) и |𝐹 (𝜃, 𝜙)|, найденных на основе
решения интегральных уравнений с использованием двух видов сеток и точного решения.

Были проведены расчеты диаграмм направленности рассеянного поля на поверхности тела
и в дальней зоне при волновых размерах тела 𝑘𝑎, равных 1, 3 и 5. Полагалось, что радиус
сферы 𝑎 = 1; расстояние от источника 𝑟0/𝑎 = 20; 𝜃0 = 𝜋, 𝜙0 = 0 – источник находится на
отрицательной полуоси 𝑧.

На рис. 2-7 представлены результаты расчетов нормированного давления
𝑝′ = |𝑝/(𝑖𝜌𝜔Ψ0(𝑂))| на поверхности сферы и диаграмм рассеянного поля в дальней зоне
|𝐹 (𝜃, 𝜙)| в сечении 𝜙 = 0, 𝜋 для трех значений 𝑘𝑎. Сплошной линией на графиках показа-
ны зависимости для расстояния до источника 𝑟0/𝑎 = 20. Штриховой линией для сравнения
показаны зависимости для расстояния до источника 𝑟0/𝑎 = 100, которые практически совпа-
дают с решениями для случая плоской волны (𝑟0 → ∞).

Значения, представленные на графиках, получены на основе решения интегральных урав-
нений с использованием двух видов сеток для случая, когда отличия 𝑝′ и |𝐹 (𝜃)| от соответ-
ствующих значений в точном решении не превышают 𝜀0 = 0.001 по абсолютной величине.

На рис. 2 (как и на рис. 4, 6, также представляющих распределение 𝑝′) пунктирной линией
изображена окружность единичного радиуса, которая может трактоваться с одной стороны
как сечение поверхности Γ, на которой рассчитывается 𝑝′, а с другой – как нормированное
значение 𝑝0 на этой поверхности, которое очень близко к единице.

Как видно, влияние сферичности фронта падающей волны (конечности расстояния до
источника) в основном проявляется в диапазонах углов 𝜃 близких к 0 и 𝜋. Но если для рас-
пределения давления 𝑝′ это влияние почти одинаково выражено в обоих этих диапазонах, то
в диаграммах |𝐹 (𝜃)| влияние сферичности падающей волны наиболее выражено в теневой об-
ласти (в окрестности 𝜃 = 𝜋), а в диапазонах углов 𝜃 близких к 0 это влияние не превышает
1-2%.
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Рис. 2: Распределение давления 𝑝′ на поверхности 𝑇 при 𝑘𝑎 = 1

Рис. 3: Диаграмма 𝐹 (𝜃) рассеянного поля в дальней зоне при 𝑘𝑎 = 1

Рис. 4: Распределение давления 𝑝′ на поверхности 𝑇 при 𝑘𝑎 = 3

9. Заключение

Сравнение двух схем приближенного вычисления интегралов показывает, что для получе-
ния погрешности в решении не превышающей 𝜀0 по абсолютной величине при использовании
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Рис. 5: Диаграмма 𝐹 (𝜃) рассеянного поля в дальней зоне при 𝑘𝑎 = 3

Рис. 6: Распределение давления 𝑝′ на поверхности 𝑇 при 𝑘𝑎 = 5

Рис. 7: Диаграмма 𝐹 (𝜃) рассеянного поля в дальней зоне при 𝑘𝑎 = 5

схемы вычисления интегралов на основе сеток Смоляка (по формулам (18), (14)) можно полу-
чить сокращение числа вычислений подинтегральной функции от 15% при 𝑘𝑎 = 5 до 20-25%
при 𝑘𝑎 = 1.

В данной работе для двумерного случая приводится новый способ простейшей периоди-
зации функций на квадрате, который легко переносится на 𝑠-мерный случай, в том числе и
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для полностью непериодических функций. Дальнейшие развитие данного метода заключается
в переносе на простейшие геометрические многомерные объекты, в том числе треугольники
и тетраэдры, используемые в методе конечных элементов. Научный интерес вызывает полу-
чение точных оценок для проверки гипотезы о качестве нового типа параллелепипедальных
сеток для непериодических функций на разных областях интегрирования.

В прикладном плане использование теоретико-числовых сеток может обеспечить повыше-
ние эффективности процедуры вычисления интегралов при решении задач дифракции (из-
лучения) звуковых волн на основе представления акустического поля в форме Кирхгофа-
Гельмгольца.
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13. S. C. Buranay, M. A. Özarslan, S. S. Falahhesar. Numerical Solution of the Fredholm
and Volterra Integral Equations by Using Modified Bernstein–Kantorovich Operators //
Mathematics, 2021, т. 9, 1193.

14. В. А. Быковский. Дискретное преобразование Фурье и циклическая свертка на целочис-
ленных решетках. // Докл. АН СССР, 1988, 302:1, с. 11–13.



О применении теоретико-числовых сеток в задачах акустики 381

15. Y. Kolomoitsev, J. Prestin. Approximation properties of periodic multivariate quasi-
interpolation operators // Journal of Approximation Theory, 2021, т. 270, 105631.
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