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Аннотация

Улучшается оценка на параметр, при которой группа, порожденная
тремя 3 × 3 матрицами с элементами, зависящими от этого параметра,
является свободной. Прежняя оценка была получена в предыдущей работе
автора [1].
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Abstract

Improved the estimation of the parameter in the group generate by three
3× 3 matrices with elements depending on this parameter if free.
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В статье автора [1] было доказано, что группа, порожденная матрицами

A =




1 0 k
0 1 k
0 0 1


 , B =




1 k 0
0 1 0
0 k 1


 , C =




1 0 0
k 1 0
k 0 1


 ,

где k — комплексное число такое, что |k| > 4, 45 является свободной ранга
три. Работа была инициирована статьей [2], где ставится вопрос об улучшении
границ для параметра k.

В данной заметке ограничения на параметр снижаются до любого M > 4.

Лемма 1. Пусть α < 1, β > 1, α < β и y — комплексные числа, удовле-
творяющие неравенству

|y| >
(
α +

1

β

)
α

α− 1
,
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a, b, c — комплексные числа такие, что

|a| > α|b| > β|c| или |a| > α|c| > β|b|,
и b

′
= b+ ay + cy. Тогда |b′ > α|a|.

Доказательство. Предположим сначала, что

|a| > α|b| > β|c|.
Тогда

|b′ | = |b+ ay + cy| > |y||a| − |b| − |y||c| > |y||a| − 1

α
|a| − 1

β
|a||y| =

=

(
|y|
(
1− 1

β
− 1

α

))
|a| > α|a|.

Последнее равенство указано в заключение леммы и оно будет выполняться
при

|y|
(
1− 1

β

)
− 1

α
> α или |y| >

(
α +

1

α

)
β

β − 1
.

Аналогично, если |a| > α|c| > β|b|, то

|b′ | = |b+ ay + cy| > |y||a| − |b| − |y||c| > |y||a| − 1

β
|a| − 1

α
|a||y| =

=

(
|y|
(
1− 1

α
− 1

β

))
|a| > α|a|.

Как и ранее, последнее неравенство, выполняется, если

|y|
(
1− 1

β

)
− 1

α
> α или |y| >

(
α +

1

α

)
β

β − 1
.

Из двух ограничений на y выберем большее. Для этого надо получить нера-
венство

(
α +

1

α

)
β

β − 1
<

(
α +

1

β

)
α

α− 1
.

После элементарных преобразований, учитывающих неравенства α > 1, β >
1, получаем

(α− β)(α2β − αβ + α + β) < 0
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По условию α < β и первый множитель в левой части неравенства меньше
нуля, второй, очевидно, положителен для α > 1, β > 1. Значит, неравенство
имеет место, а поэтому и исходное справедливо. Лемма доказана.

Для дальнейшего требуется выбрать нижнюю границу для

M =

(
α +

1

β

)
α

α− 1

возможно меньшей. Для этой величины выполняется неравенство
(
α +

1

β

)
α

α− 1
> 4

при α > 1, β > 1. Это следует из того, что после несложных преобразований
неравенство приводится к очевидному

β(α− 2)2 + α > 0.

Значит, M > 4. При этом

lim
α→2,β→∞

M = lim
α→2,β→∞

(
α +

1

β

)
α

α− 1
= 4.

Поэтому величина M может быть сколь угодно близкой к 4, но не принимать
значение 4.

Теорема 1. Пусть

A1 =




1 0 x1
0 1 x1
0 0 1


 , B1 =




1 y1 0
0 1 0
0 y1 1


 , C1 =




1 0 0
z1 1 0
z1 0 1


 ,

где x1, y1, z1 — комплексные числа такие, что |x1|, |y1|, |z1| >M,M > 4. Тогда
группа, порожденная матрицами A1, B1, C1 является свободной группой ранга
три.

Доказательство. Пусть

VA = {(a, b, c)| |a| > α|b| > β|c| или |a| > α|c| > β|b|},

VB = {(a, b, c)| |b| > α|a| > β|c| или |b| > α|c| > β|a|},
подмножества пространства C3. VC определяется аналогично.

Тогда для ненулевого целого m : VAB
m
1 ⊆ VB и VCB

m
1 ⊆ VB. первое вклю-

чение следует из леммы при y = my1, m — целое число (ненулевое). Второе
получается из первого по симметрии. Такие же включения получаются при за-
мене Bm

1 на Am
1 и Cm

1 .
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Пусть W = Xm1
1 . . .Xms

s , s > 1, где Xi ∈ {A1, B1, C1}, Xi 6= Xi+1 и все mi 6= 0.
Выберем X 6= X1, Xn. Тогда

VXX
m1
1 ⊆ VX1 , VXX

m1
1 Xm2

2 ⊆ VX1X
m2
2 ⊆ VX2 ,

и т.д. Окончательно VxW ⊆ Vxn
. Так как Vx

⋂
VXn

= ∅, то W 6= 1.
Значит, рассматриваемая группа свободна и теорема полностью доказана.

При x1, y1, z1 = k получается утверждение о свободе группы порожденной мат-
рицами A,B,C.

Отметим, что в статье [2] ограничение на параметр: |k| > 5, но для матрицы
любой размерности n > 3.
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