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Аннотация

В предыдущей работе авторов заложены основы теории гладких многообразий теоре-
тико-числовых решёток. Рассмотрен простейший случай одномерных решёток.

В данной статье рассмотрен случай одномерных сдвинутых решёток. Прежде всего
рассмотрено построение метрического пространства сдвинутых решёток с помощью отоб-
ражения одномерных сдвинутых решёток в пространство двумерных решёток.

В работе определено гомеоморфное отображение пространства одномерных сдвинутых
решёток на бесконечный двумерный цилиндр. Тем самым установлено, что пространство
одномерных сдвинутых решёток 𝐶𝑃𝑅2 локально евклидово пространство размерности 2.

Так как метрика на этих пространствах не является евклидовой, а относится к чис-
лу "логарифмических" , то получаются в одномерном случае неожиданные результаты о
производных от основных функций, таких как детерминант решётки, гиперболический
параметр решётки, норменный минимум, дзета-функция сдвинутой решётки и гиперболи-
ческая дзета-функция сдвинутой решётки.

Отметим, что геометрия метрического пространств многомерных решёток и сдвину-
тых многомерных решёток гораздо сложнее чем геометрия обычного евклидова простран-
ства. Это видно из парадокса неаддитивности длины отрезка в пространстве сдвинутых
одномерных решёток. Из наличия этого парадокса следует, что стоит открытой пробле-
ма описания геодезических линий в пространствах многомерных решёток и многомерных
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сдвинутых решёток, а так же в нахождении формулы для длины дуг линий в этих про-
странствах. Естественно, что было бы интересно не только описание этих объектов, но и
получения теоретико-числовой интерпретации этих понятий.

Дальнейшем направлением исследованием может быть изучение аналитического про-
должения гиперболической дзета-функции на пространствах решёток и многомерных ре-
шёток. Как известно, аналитическое продолжение гиперболической дзета-функции решё-
ток построено для произвольной декартовой решётки. Не изучен даже вопрос о непрерыв-
ности этих аналитических продолжений в левой полуплоскости на пространстве решёток.
Всё это, на наш взгляд, актуальные направления дальнейших исследований.

Ключевые слова: алгебраические решётки, метрическое пространство решёток.
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Abstract

In the previous work, the authors laid the foundations of the theory of smooth varieties of
number-theoretic lattices. The simplest case of one-dimensional lattices is considered.

This article considers the case of one-dimensional shifted lattices. First of all, we consider
the construction of a metric space of shifted lattices by mapping one-dimensional shifted lattices
to the space of two-dimensional lattices.

In this paper, we define a homeomorphic mapping of the space of one-dimensional shifted
lattices to an infinite two-dimensional cylinder. Thus, it is established that the space of one-
dimensional shifted lattices 𝐶𝑃𝑅2 is locally a Euclidean space of dimension 2.

Since the metric on these spaces is not Euclidean, but is "logarithmic" , unexpected results
are obtained in the one-dimensional case about derivatives of basic functions, such as the de-
terminant of the lattice, the hyperbolic lattice parameter, the norm at least, the Zeta function
and lattice hyperbolic Zeta function of lattices.

The paper considers the relationship of these functions with the issues of studying the error
of approximate integration over parallelepipedal grids as the determinant of the lattice, the
hyperbolic lattice parameter, the norm at least, the Zeta function and lattice hyperbolic Zeta
function of lattices.

Note that the geometry of metric spaces of multidimensional lattices and shifted multi-
dimensional lattices is much more complex than the geometry of an ordinary Euclidean space.
This can be seen from the paradox of nonadditivity of the length of a segment in the space
of shifted one-dimensional lattices. From the presence of this paradox, it follows that there is
an open problem of describing geodesic lines in the spaces of multidimensional lattices and
multidimensional shifted lattices, as well as in finding a formula for the length of the arcs of
lines in these spaces. Naturally, it would be interesting not only to describe these objects, but
also to obtain a number-theoretic interpretation of these concepts.

A further direction of research may be the study of the analytical continuation of the
hyperbolic zeta function on the spaces of lattices and multidimensional lattices. As is known, an
analytical continuation of the hyperbolic zeta function of lattices is constructed for an arbitrary
Cartesian lattice. Even the question of the continuity of these analytic continuations in the left
half-plane on the lattice space has not been studied. All these, in our opinion, are relevant areas
for further research.
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1. Введение

В предыдущей работе авторов [19] заложены основы теории гладких многообразий теоре-
тико-числовых решёток. Рассмотрен простейший случай одномерных решёток.

Приведём основные факты из этой работы.
Рассмотрим пространство 𝑃𝑅1 всех одномерных решёток. Нетрудно видеть, что

𝑃𝑅1 = {𝜆Z|𝜆 > 0},

где Z — фундаментальная одномерная решётка, являющаяся, кроме этого, кольцом целых
рациональных чисел. Очевидно, что справедливо равенство 𝜆Z = −𝜆Z для любого 𝜆 ̸= 0.

Пусть M1(R) множество всех вещественных квадратных матриц порядка 1, а M*
1(R) —

подмножество невырожденных матриц. Таким образом,

M1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R}, M*
1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R, 𝑎1 1 ̸= 0}.
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Если нам дана решётка 𝑀 = 𝑀(𝜆) с базисом (𝜆), 𝜆 > 0, то действие линейного преобра-
зования с матрицей 𝐴 = (𝑎1 1) ∈ M*

1(R) задаётся равенством 𝐴 ·𝑀 = 𝑀(|𝑎1 1|𝜆). Для любой
одномерной решётки 𝑀 её группа автоморфизмов конечна Aut(𝑀) = {(1), (−1)}.

Говорят, что для произвольного 𝜇 > 0 множество L𝜇(𝑀) решёток Λ является открытой
𝜇-окрестностью решётки 𝑀 , если оно состоит из всех решёток

Λ = 𝐴 ·𝑀, (1)

для которых невырожденная матрица 𝐴 удовлетворяет соотношению

‖𝐴− 𝐼‖ < 𝜇. (2)

Заметим, что в одномерном случае 𝐼 = (1) — единичная матрица и матричная норма
задана равенством ‖𝐴‖ = |𝑎1 1|.3

Мы будем рассматривать только окрестности при 0 < 𝜇 < 1, так как для таких 𝜇 все
матрицы 𝐴 = (𝑎1 1) с ‖𝐴 − 𝐼‖ < 𝜇 удовлетворяют соотношению 0 < 1 − 𝜇 < 𝑎1 1 < 1 + 𝜇 и
являются невырожденными.

Для произвольной решётки 𝑀 =𝑀(𝜆) = 𝜆Z с базисом (𝜆) имеем

L𝜇(𝑀) = {Λ = 𝜆1Z|(1− 𝜇)𝜆 < 𝜆1 < (1 + 𝜇)𝜆}.

Лемма 1. Пересечение двух открытых окрестностей L𝜇(𝑀) и L𝜈(𝑁) либо пусто, либо
является открытой окрестностью L𝜅(𝐾), где 𝐾 = 𝑀 и 𝜅 = min(𝜇, 𝜈), если 𝑀 = 𝑁 , и
𝜅 = 𝜆(1+𝜇)−𝜆1(1−𝜈)

𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈) , 𝜆2 = 𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈)
2 , 𝐾 = 𝐾(𝜆2), если 𝜆(1 + 𝜇) > 𝜆1(1 − 𝜈), 𝑀 = 𝑀(𝜆),

𝑁 = 𝑁(𝜆1) и 𝜆 < 𝜆1.

Лемма 2. Любой интервал решёток (Λ(𝜆1); Λ(𝜆2)) = {Λ(𝜆) |𝜆1 < 𝜆 < 𝜆2} является
открытой 𝜇-окрестностью решётки 𝑀 при 𝑀 =𝑀

(︁
𝜆1+𝜆2

2

)︁
, 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
.

Имеется следующее гомеоморфное отображение 𝜙 : L𝜇(𝑀) ↔ (ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)) при
котором решётке Λ=𝜆1Z ставится в соответствие точка 𝜙(Λ)=ln(𝜆1)∈(ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)),
а числу 𝜃∈(ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)) ставится в соответствие решётка Λ=𝜙−1(𝜃)=𝑒𝜃Z∈L𝜇(𝑀).

Произвольным открытым множеством L называется множество, представимое в виде
объединения произвольного множества 𝑋 открытых 𝜇 окрестностей

L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

L𝜇𝑥(𝑀𝑥). (3)

Таким образом, на 𝑃𝑅1 задана структура топологического пространства 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1), где 𝜏1
— множество всех открытых множеств L. Топологическое пространство 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1) имеет
счетную базу B, состоящую из всех 𝜇-окрестностей рациональных решёток 𝑀 с рациональ-
ными 𝜇, и является сепарабельным топологическим пространством, так как роль счетного
всюду плотного его подмножества выполняет множество 𝑃𝑄1 всех рациональных решёток,
т.е. решёток 𝑀 =𝑀(𝜆) с 𝜆 ∈ Q, 𝜆 > 0.

Лемма 3. Топология 𝜏1 инвариантна относительно любого линейного невырожденно-
го преобразования 𝐴 пространства R. Счетная база B инвариантна только относительно
диагональных рациональных преобразований 𝐷(𝑑) = (𝑑), 𝑑 ∈ Q, 𝑑 ̸= 0.

3Для так определенной матричной нормы справедливы соотношения ‖−𝐴‖ = ‖−𝐴‖, ‖𝐴+𝐵‖ 6 ‖𝐴‖+‖𝐵‖,
‖𝐴 ·𝐵‖ = ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖.
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Как известно (см. [13], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным
метрическим пространством относительно метрики

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (4)

где
𝜇 = inf

Γ=𝐴·Λ
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=𝐵·Γ
‖𝐵 − 𝐼‖.

Применительно к 𝑃𝑅1 имеем, если Λ = 𝜆Z, Γ = 𝛾Z, то Γ = 𝐴 · Λ, 𝐴 =
(︀
𝛾𝜆−1

)︀
, Λ = 𝐵 · Γ,

𝐵 =
(︀
𝛾−1𝜆

)︀
. Без ограничения общности будем считать, что 𝜆 > 𝛾, тогда 𝜇 = 1 − 𝛾𝜆−1,

𝜈 = 𝛾−1𝜆 − 1 и 𝜌(Λ,Γ) = max(ln(2 − 𝛾𝜆−1), ln(𝛾−1𝜆)). Положим 𝜃 = 𝛾𝜆−1, тогда 0 < 𝜃 < 1 и
2− 𝜃 < 𝜃−1, поэтому 𝜌(Λ,Γ) = ln(𝛾−1𝜆).

Теперь можно записать, как выглядит "симметричный отрезок" решёток длинной 2𝜌 с
центром в Λ(𝜆): [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)]. Ясно, что когда ℎ пробегает числовой отрезок [−𝜌; 𝜌], то
Λ(𝑒ℎ𝜆) пробегает отрезок решёток [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)].

Как известно, для любой решётки Λ её взаимная решётка Λ* определяется из условия

Λ* = {𝑥⃗ | ∀𝑦⃗ ∈ Λ (𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ Z}.

Отсюда следует, что для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство Λ* = Λ(𝜆−1).

Лемма 4. Для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство

𝜌(Λ,Z) = 𝜌(Λ*,Z). (5)

Топологическое пространство 𝑃𝑅1 является хаусдорфовым, так как для любых двух ре-
шеток Λ(𝜆1), Λ(𝜆2) при 𝜆1 < 𝜆2 и 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
открытые 𝜇-окрестности L𝜇(Λ(𝜆1)) и L𝜇(Λ(𝜆2))

не пересекаются.
Всё пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 гомеоморфно R. Действительно, таким гомео-

морфизмом является 𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R при котором решётке Λ = 𝜆Z ставится в соответствие точка
𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R, а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответствие решётка Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1. От-
сюда следует, что пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 локально евклидово пространство
размерности 1.

Согласно Уорнеру (см. [20], стр. 13) пара (𝑈,𝜙), где 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность,
решётка𝑀 =𝑀(𝜆), а 𝜙 — гомеоморфное отображение 𝑈 на интервал (ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆))
называется системой координат, 𝜙 — координатным отображением. Так как 𝜙(𝑀) = 0, то
решётка 𝑀 является началом данной системы координат.

Согласно Арнольду (см. [1], стр. 205) интервал (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)) является картой
открытой 𝜇-окрестности 𝑈 = L𝜇(𝑀) и 𝜙(Λ) изображением решётки Λ ∈ L𝜇(𝑀) на карте
(ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)).

Лемма 5. Для любых двух открытых пересекающихся 𝜇-окрестностей 𝑈𝜈 = L𝜇𝜈 (𝑀𝜈)
решёток 𝑀𝜈 =𝑀𝜈(𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2) гомеоморфные отображения 𝜙𝜈 окрестностей 𝑈𝜈 на интер-
валы (ln((1−𝜇𝜈)𝜆𝜈);ln((1+𝜇𝜈)𝜆𝜈)) связаны соотношениями 𝜙1 ∘ 𝜙−1

2 (𝜃) = 𝜙2 ∘ 𝜙−1
1 (𝜃) = 𝜃 для

любого 𝜃 из пересечения интервалов (𝜆1(1− 𝜇1);𝜆1(1 + 𝜇1))
⋂︀
(𝜆2(1− 𝜇2);𝜆2(1 + 𝜇2)).

Лемма 6. Гомеоморфное отображение 𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R при котором решётке Λ = 𝜆Z
ставится в соответствие точка 𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R, а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответ-
ствие решётка Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1 переводит произвольное открытое множество
L =

⋃︀
𝑥∈𝑋 L𝜇𝑥(𝑀𝑥) в открытое множество

𝜙(L) =
⋃︁
𝑥∈𝑋

(ln((1− 𝜇𝑥)𝜆𝑥); ln((1 + 𝜇𝑥)𝜆𝑥)). (6)
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Пользуясь указанным соответствием, можно определить понятие производной функции
𝑓(Λ) на гладком многообразии ℳ = 𝑃𝑅1 следующим образом.

Пусть 𝑀 = 𝑀(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1, 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность, координатная функция
𝜙 для произвольной решетки Λ = 𝜆1Z ∈ 𝑈 задается равенством 𝜙(Λ) = ln(𝜆1𝜆

−1). Так как
𝜙(𝑀) = 0, то решётка 𝑀 является началом данной системы координат. Для любого 𝜃 ∈
(ln(1 − 𝜇); ln(1 + 𝜇)) имеем: 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃 ·𝑀 . Касательное пространство многообразия ℳ в
точке 𝑀 будем обозначать через ℳ𝑀 , оно имеет размерность один.

Касательный вектор 𝜕
𝜕𝜙

⃒⃒⃒
𝑀

∈ ℳ𝑀 зададим равенством

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓) =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑀)

(7)

для каждой функции 𝑓 класса 𝐶∞ в окрестности решётки 𝑀 ∈ ℳ. Также будет использо-
ваться обозначение

𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

=

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓). (8)

Целью данной работы является рассмотрение простейшего случая гладкого многообразия
одномерных сдвинутых решёток.

На протяжении всей работы через 𝐼 = 𝐼𝑠 будем обозначать единичную квадратную мат-
рицу порядка 𝑠 > 1. Значение порядка 𝑠 каждый раз будет видно из контекста.

2. Лемма о расстояниях до ближайшего целого

Как обычно, для любого действительного числа 𝑥 расстояние до ближайшего целого обо-
значается через ‖𝑥‖. Эта величина выражается через дробную часть 𝑥 по формуле

‖𝑥‖ = min({𝑥}, 1− {𝑥}).

Рассмотрим полуоткрытый интервал 𝐽 = [0, 1) и зададим на нём две различные метрики:
𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, 𝜌1(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖. Для метрического пространства с метрикой 𝜌(𝑥, 𝑦) оста-
вим обозначение 𝐽 , а для метрического пространства с метрикой 𝜌1(𝑥, 𝑦) будем использовать
обозначение 𝐽1.

Для полноты изложения приведем необходимые факты относительно указанных метрик.

Лемма 7. Функция 𝜌1(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥−𝑦‖ задает метрику на пространстве 𝐽1, относительно
которого 𝐽1 — полное метрическое пространство диаметра 𝑑(𝐽1) = 1

2 .

Доказательство. Действительно, свойства 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝜌1(𝑦, 𝑥, ), 𝜌1(𝑥, 𝑦) > 0 и 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 0
=⇒ 𝑥 = 𝑦 очевидны.

Докажем неравенство треугольника: 𝜌1(𝑥, 𝑦) 6 𝜌1(𝑥, 𝑧) + 𝜌1(𝑧, 𝑦).
Первый вариант доказательства. Без ограничения общности, можно считать, что 0 6

𝑥 < 𝑦 < 1. Рассмотрим несколько возможных случаев.
1) 0 6 𝑥 < 𝑦 6 1

2 тогда 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥,

𝜌1(𝑥, 𝑧) + 𝜌1(𝑧, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥− 𝑧 + 𝑦 − 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 0 6 𝑧 6 𝑥,
𝑧 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝑦 − 𝑥, при 𝑥 < 𝑧 6 𝑦,
𝑧 − 𝑥+ 𝑧 − 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 < 𝑧 6 𝑥+ 1

2 ,
1 + 𝑥− 𝑧 + 𝑧 − 𝑦 = 1 + 𝑥− 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑥+ 1

2 6 𝑧 6 𝑦 +
1
2 ,

1 + 𝑥− 𝑧 + 1 + 𝑦 − 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 + 1
2 6 𝑧 < 1.
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2) 0 6 𝑥 6 1
2 < 𝑦 6 𝑥+ 1

2 тогда 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥,

𝜌1(𝑥, 𝑧) + 𝜌1(𝑧, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥− 𝑧 + 1− 𝑦 + 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 0 6 𝑧 6 𝑦 − 1

2 ,
𝑥− 𝑧 + 𝑦 − 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 − 1

2 < 𝑧 6 𝑥,
𝑧 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝑦 − 𝑥, при 𝑥 < 𝑧 6 𝑦,
𝑧 − 𝑥+ 𝑧 − 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 < 𝑧 6 𝑥+ 1

2 ,
1 + 𝑥− 𝑧 + 𝑧 − 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑥+ 1

2 < 𝑧 < 1.

3) 0 6 𝑥 6 1
2 , 𝑥+ 1

2 < 𝑦 < 1 тогда 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥− 𝑦,

𝜌1(𝑥, 𝑧) + 𝜌1(𝑧, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥− 𝑧 + 1− 𝑦 + 𝑧 = 1 + 𝑥− 𝑦, при 0 6 𝑧 6 𝑥,
𝑧 − 𝑥+ 1− 𝑦 + 𝑧 > 1 + 𝑥− 𝑦, при 𝑥 < 𝑧 6 𝑦 − 1

2 ,
𝑧 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝑦 − 𝑥 > 1 + 𝑥− 𝑦, при 𝑦 − 1

2 < 𝑧 6 𝑥+ 1
2 ,

1 + 𝑥− 𝑧 + 𝑦 − 𝑧 > 1 + 𝑥− 𝑦, при 𝑥+ 1
2 < 𝑧 6 𝑦,

1 + 𝑥− 𝑧 + 𝑧 − 𝑦 = 1 + 𝑥− 𝑦, при 𝑦 < 𝑧 < 1.

4) 1
2 6 𝑥 < 𝑦 < 1 тогда 𝜌1(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥,

𝜌1(𝑥, 𝑧) + 𝜌1(𝑧, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 + 𝑧 − 𝑥+ 1 + 𝑧 − 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 0 6 𝑧 6 𝑥− 1

2 ,
𝑥− 𝑧 + 1− 𝑦 + 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑥− 1

2 < 𝑧 6 𝑦 − 1
2 ,

𝑥− 𝑧 + 𝑦 − 𝑧 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 − 1
2 < 𝑧 6 𝑥,

𝑧 − 𝑥+ 𝑦 − 𝑧 = 𝑦 − 𝑥, при 𝑥 < 𝑧 6 𝑦,
𝑧 − 𝑥+ 𝑧 − 𝑦 > 𝑦 − 𝑥, при 𝑦 < 𝑧 < 1.

Отсюда следует неравенство треугольника.
Второй вариант доказательства. Отобразим полуинтервал [0, 1) на окружность еди-

ничной длины: 𝑥2+𝑦2 = (2𝜋)−2 с помощью параметризации 𝑥 = cos(2𝜋𝑡)
2𝜋 , 𝑦 = sin(2𝜋𝑡)

2𝜋 , 0 6 𝑡 < 1.
При такой параметризации при движении параметра от 0 до 1 точка по окружности движется
против часовой стрелки. Обозначим через 𝑙(𝑡1, 𝑡2) длину дуги окружности между точками с
параметрами 𝑡1 и 𝑡2, соответственно. При этом точку с меньшим значением параметра будем
называть правым концом, с большим — левым. Согласно известным формулам имеем:

𝑙(𝑡1, 𝑡2) =

𝑡2∫︁
𝑡1

√︀
(− sin(2𝜋𝑡))2 + (cos(2𝜋𝑡))2𝑑𝑡 = 𝑡2 − 𝑡1 (𝑡1 6 𝑡2).

Так как длина окружности равна 1, то длина дополнительной дуги 𝑙(𝑡2, 𝑡1) = 1− 𝑡2 + 𝑡1.
Расстояние 𝜌1(𝑡1, 𝑡2) индуцирует расстояние между точками на окружности и задается

формулой 𝜌1(𝑡1, 𝑡2) = min(𝑙(𝑡1, 𝑡2), 𝑙(𝑡2, 𝑡1)).
Без ограничения общности будем считать, что длина дуги 𝑙(𝑡1, 𝑡2) меньше длины дуги

𝑙(𝑡2, 𝑡1). Если точка 𝑡 между точками 𝑡1 и 𝑡2, то 𝑙(𝑡1, 𝑡2) = 𝑙(𝑡1, 𝑡)+ 𝑙(𝑡, 𝑡2), 𝜌1(𝑡1, 𝑡2) = 𝜌1(𝑡1, 𝑡)+
+ 𝜌1(𝑡, 𝑡2) и неравенство треугольника выполнено.

Если точка 𝑡 задает точку окружности, лежащую на длинной дуге, то есть 0 6 𝑡 < 𝑡1
либо 𝑡2 < 𝑡 < 1, то возможно два случая. Если и длина дуги 𝑙(𝑡1, 𝑡), и длина дуги 𝑙(𝑡, 𝑡2) обе
меньше 1

2 , то 𝜌1(𝑡2, 𝑡1) = 𝜌1(𝑡1, 𝑡)+𝜌1(𝑡, 𝑡2) = 1−𝑙(𝑡1, 𝑡2) > 𝜌1(𝑡1, 𝑡2), и неравенство треугольника
выполнено.

Пусть теперь длина дуги 𝑙(𝑡1, 𝑡) < 1
2 , а длина дуги 𝑙(𝑡, 𝑡2) > 1

2 , тогда

𝜌1(𝑡1, 𝑡) + 𝜌1(𝑡, 𝑡2) = 𝑙(𝑡1, 𝑡) + 1− 𝑙(𝑡, 𝑡2) = 2𝑙(𝑡1, 𝑡) + 1− 𝑙(𝑡2, 𝑡1) = 2𝑙(𝑡1, 𝑡) + 𝑙(𝑡1, 𝑡2)

и 𝜌1(𝑡1, 𝑡) + 𝜌1(𝑡, 𝑡2) > 𝜌1(𝑡1, 𝑡2), и неравенство треугольника доказано.
Для доказательства полноты метрического пространства 𝐽1 достаточно показать, что если

lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 = 1, то lim𝑛→∞ 𝜌1(𝑢𝑛, 0) = 0, но это очевидно, так как lim𝑛→∞ ‖𝑢𝑛‖ = 0. 2
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Лемма 8. Метрики 𝜌(𝑥, 𝑦) = |𝑥− 𝑦| и 𝜌1(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖ не эквивалентны на [0, 1).

Доказательство. Действительно, пусть 𝑢𝑛 = 1 − 1
𝑛 , тогда 𝜌(0, 𝑢𝑛) = 1 − 1

𝑛 → 1 при
𝑛 → ∞, а 𝜌1(0, 𝑢𝑛) = 1

𝑛 при 𝑛 > 1 и → 0 при 𝑛 → ∞. Тем самым неэквивалентность метрик
доказана. 2

Для дальнейшего нам потребуются леммы о множествах решений систем неравенств от-
носительно расстояний точек на [0, 1). Пусть 0 < 𝜈, 𝜇 < 1, 0 6 𝑥, 𝑧 < 1. Обозначим через
𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) множество вещественных 𝑦 с 0 6 𝑦 < 1, удовлетворяющих системе неравенств{︂

|𝑥− 𝑦| < 𝜈
2

|𝑧 − 𝑦| < 𝜇
2

, (9)

через 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) множество вещественных 𝑦, удовлетворяющих системе неравенств{︂
|𝑥− 𝑦| < 𝜈

2
|𝑧 − 𝑦| < 𝜇

2

, (10)

и через 𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) множество вещественных 𝑦 с 0 6 𝑦 < 1, удовлетворяющих системе
неравенств {︂

‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜈
2

‖𝑧 − 𝑦‖ < 𝜇
2

. (11)

Прежде чем переходить к решению задач о решение систем (9) и (11), опишем множества
𝑅(𝜈, 𝑥), 𝑅*(𝜈, 𝑥) и 𝑅1(𝜈, 𝑥), заданные условиями 𝑅(𝜈, 𝑥) = {𝑦|0 6 𝑦 < 1, |𝑥−𝑦| < 𝜈

2}, 𝑅
*(𝜈, 𝑥) =

= {𝑦| |𝑥 − 𝑦| < 𝜈
2}, 𝑅1(𝜈, 𝑥) = {𝑦|0 6 𝑦 < 1, ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝜈

2}. Легко видеть, что всегда 𝑅*(𝜈, 𝑥) =
=
(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2

)︀
.

Заметим, что при 𝜈 > 1 имеем равенство 𝑅1(𝜈, 𝑥) = 𝐽 и

𝑅1(1, 𝑥) =

⎧⎨⎩
[︀
0, 𝑥+ 1

2

)︀⋃︀ (︀
𝑥+ 1

2 , 1
)︀
, при 0 6 𝑥 < 1

2 ,[︀
0, 𝑥− 1

2

)︀⋃︀ (︀
𝑥− 1

2 , 1
)︀
, при 1

2 < 𝑥 < 1,
(0, 1), при 𝑥 = 1

2 .

Будем через 𝑙(𝑅) обозначать длину множества 𝑅, составленного из нескольких промежут-
ков.

Лемма 9. Справедливы равенства

𝑅(𝜈, 𝑥)=

⎧⎨⎩
[0, 𝑥+ 𝜈

2 ), при 0 6 𝑥 < 𝜈
2 ,

(𝑥− 𝜈
2 , 𝑥+ 𝜈

2 ), при 𝜈
2 6 𝑥 6 1− 𝜈

2 ,
(𝑥− 𝜈

2 , 1), при 1− 𝜈
2 6 𝑥 < 1,

𝑙(𝑅(𝜈, 𝑥))=

⎧⎨⎩
𝑥+ 𝜈

2 , при 0 6 𝑥 < 𝜈
2 ,

𝜈, при 𝜈
2 6 𝑥 6 1− 𝜈

2 ,
1− 𝑥+ 𝜈

2 , при 1− 𝜈
2 6 𝑥 < 1.

(12)

Доказательство. Действительно, рассмотрим сначала случай 0 6 𝑥 < 𝜈
2 . Имеем:

|𝑥− 𝑦| =

⎧⎨⎩
𝑥− 𝑦 < 𝜈

2 , при 0 6 𝑦 6 𝑥,
𝑦 − 𝑥 < 𝜈

2 , при 𝑥 < 𝑦 < 𝑥+ 𝜈
2 ,

𝑦 − 𝑥 > 𝜈
2 , при 𝑥+ 𝜈

2 6 𝑦 < 1.

Отсюда следует первое равенство из (12).
Теперь перейдём к случаю 𝜈

2 6 𝑥 6 1− 𝜈
2 . Получим:

|𝑥− 𝑦| =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥− 𝑦 > 𝜈

2 , при 0 6 𝑦 6 𝑥− 𝜈
2 ,

𝑥− 𝑦 < 𝜈
2 , при 𝑥− 𝜈

2 < 𝑦 6 𝑥,
𝑦 − 𝑥 < 𝜈

2 , при 𝑥 < 𝑦 < 𝑥+ 𝜈
2 ,

𝑦 − 𝑥 > 𝜈
2 , при 𝑥+ 𝜈

2 6 𝑦 < 1.
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Отсюда следует второе равенство из (12).
Наконец, рассмотрим случай 1− 𝜈

2 6 𝑥 < 1. Получим:

|𝑥− 𝑦| =

⎧⎨⎩
𝑥− 𝑦 > 𝜈

2 , при 0 6 𝑦 6 𝑥− 𝜈
2 ,

𝑥− 𝑦 < 𝜈
2 , при 𝑥− 𝜈

2 < 𝑦 6 𝑥,
𝑦 − 𝑥 < 𝜈

2 , при 𝑥 < 𝑦 < 1.

Отсюда следует третье равенство из (12).
Соотношения для длины множества 𝑅(𝜈, 𝑥) очевидны. 2

Лемма 10. Справедливы равенства

𝑅1(𝜈, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[0, 𝑥+ 𝜈

2 )
⋃︀
(1 + 𝑥− 𝜈

2 , 1), при 0 6 𝑥 < 𝜈
2 ,

(𝑥− 𝜈
2 , 𝑥+ 𝜈

2 ), при 𝜈
2 6 𝑥 6

1
2 ,

(𝑥− 𝜈
2 , 𝑥+ 𝜈

2 ), при 1
2 < 𝑥 6 1− 𝜈

2 ,
[0, 𝑥+ 𝜈

2 − 1)
⋃︀
(𝑥− 𝜈

2 , 1), при 1− 𝜈
2 < 𝑥 < 1,

𝑙(𝑅1(𝜈, 𝑥)) = 𝜈. (13)

Доказательство. Действительно, рассмотрим сначала случай 0 6 𝑥 6 1
2 . Имеем:

‖𝑥− 𝑦‖ =

⎧⎨⎩
𝑥− 𝑦, при 0 6 𝑦 6 𝑥,
𝑦 − 𝑥, при 𝑥 < 𝑦 6 𝑥+ 1

2 ,
1 + 𝑥− 𝑦, при 𝑥+ 1

2 < 𝑦 < 1.

Отсюда следуют первые два равенства из (13).
Теперь перейдём к случаю 1

2 < 𝑥 < 1. Получим:

‖𝑥− 𝑦‖ =

⎧⎨⎩
1− 𝑥+ 𝑦, при 0 6 𝑦 6 𝑥− 1

2 ,
𝑥− 𝑦, при 𝑥− 1

2 < 𝑦 6 𝑥,
𝑦 − 𝑥, при 𝑥 < 𝑦 < 1.

Отсюда следуют последние два равенства из (13).
Соотношение для длины множества 𝑅1(𝜈, 𝑥) очевидно. 2
Будем через 𝑎𝑟𝑐(𝑡1, 𝑡2) обозначать дугу окружности 𝑥2+𝑦2 = (2𝜋)−2 от точки с параметром

𝑡1 до точки с параметром 𝑡2. Если 𝑓(𝑡) =
(︁
cos(2𝜋𝑡)

2𝜋 , sin(2𝜋𝑡)2𝜋

)︁
, то для образа множества 𝑅1(𝜈, 𝑥)

всегда имеем дугу длины 𝜈 с центром в точке 𝑓(𝑥):

𝑓(𝑅1(𝜈, 𝑥)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎𝑟𝑐(1 + 𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2 ), при 0 6 𝑥 < 𝜈

2 ,
𝑎𝑟𝑐(𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2 ), при 𝜈

2 6 𝑥 6
1
2 ,

𝑎𝑟𝑐(𝑥− 𝜈
2 , 𝑥+ 𝜈

2 ), при 1
2 < 𝑥 6 1− 𝜈

2 ,
𝑎𝑟𝑐(𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2 − 1), при 1− 𝜈

2 < 𝑥 < 1.

(14)

Рассмотрим движение по окружности 𝑚𝑥, которое точке с параметром 𝑡 ставит в соответ-
ствие точку с параметрами {𝑡 − 𝑥}. В результате этого движения все дуги из (14) перейдут
в дугу 𝑎𝑟𝑐(1 − 𝜈

2 ,
𝜈
2 ) длины 𝜈 с центром в точке 𝑓(0). Через 𝑀* будем обозначать множество

движений по окружности 𝑚𝑥 и соответствующее преобразование полуинтервала 𝐽 в себя.
Кроме этого, рассмотрим движение 𝑚−, которое точке с параметром 𝑡 ставит в соответ-

ствие точку с параметром {−𝑡}. В результате этого движения дуга 𝑎𝑟𝑐(1 − 𝜈
2 ,

𝜈
2 ) переходит в

себя, но меняется направление движения по дуге.
При 0 < 𝑥 < 𝜈

2 дуга 𝑎𝑟𝑐(1 + 𝑥− 𝜈
2 , 𝑥+ 𝜈

2 ) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 𝑥)) с центром в точке 𝑓(𝑥) переходит в
дугу 𝑎𝑟𝑐(1− 𝑥− 𝜈

2 ,
𝜈
2 − 𝑥) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 1− 𝑥)) той же длины, но с центром в точке 𝑓(1− 𝑥).

При 𝜈
2 < 𝑥 < 1− 𝜈

2 дуга 𝑎𝑟𝑐(1−𝑥− 𝜈
2 , 1−𝑥+

𝜈
2 ) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 1−𝑥)) с центром в точке 𝑓(1−𝑥)

переходит в дугу 𝑎𝑟𝑐(𝑥− 𝜈
2 ,

𝜈
2 + 𝑥) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 𝑥)) той же длины, но с центром в точке 𝑓(𝑥).

При 1− 𝜈
2 < 𝑥 < 1 дуга 𝑎𝑟𝑐(𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+
𝜈
2 −1) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 𝑥)) с центром в точке 𝑓(𝑥) переходит

в дугу 𝑎𝑟𝑐(2− 𝑥− 𝜈
2 , 1+

𝜈
2 − 𝑥) = 𝑓(𝑅1(𝜈, 1− 𝑥)) той же длины, но с центром в точке 𝑓(1− 𝑥).
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Лемма 11. Множество движений 𝑀* образует коммутативную группу, сохраняющую
метрику 𝜌1(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖ на пространстве 𝐽1.

Доказательство. Действительно, 𝜌1(𝑚𝑡(𝑥),𝑚𝑡(𝑦)) = ‖{𝑥−𝑡}−{𝑦−𝑡}‖ = ‖𝑥−𝑦‖ = 𝜌1(𝑥, 𝑦)
и, следовательно, 𝑚𝑡 — движение.

Очевидно, что нейтральный элемент 𝑒 = 𝑚0, 𝑚𝑡 ∘𝑚𝑢 = 𝑚{𝑡+𝑢}, 𝑚𝑡 ∘𝑚{1−𝑡} = 𝑚0. Отсюда
следует утверждение леммы. 2

Лемма 12. Для образов множества 𝑅1(𝜈, 𝑥) справедливы равенства.

𝑚𝑡(𝑅1(𝜈, 𝑥)) =

{︂
𝑅1(𝜈, 𝑥− 𝑡), при 0 6 𝑡 6 𝑥,
𝑅1(𝜈, 1 + 𝑥− 𝑡), при 𝑥 < 𝑡 < 1,

(15)

𝑚−(𝑅1(𝜈, 𝑥)) =

{︂
𝑅1(𝜈, 0), при 𝑥 = 0,
𝑅1(𝜈, 1− 𝑥), при 0 < 𝑥 < 1.

(16)

Доказательство. Действительно, если 0 6 𝑦 < 1, 𝑧 = {𝑦 − 𝑡}, то 𝑦 = {𝑧 + 𝑡} и

𝑚𝑡(𝑅1(𝜈, 𝑥)) =
{︁
𝑧 = {𝑦 − 𝑡}

⃒⃒⃒
‖𝑦 − 𝑥‖ < 𝜈

2

}︁
=
{︁
𝑧
⃒⃒⃒
‖𝑧 − {𝑥− 𝑡}‖ < 𝜈

2

}︁
= 𝑅1(𝜈, {𝑥− 𝑡}).

Так как

{𝑥− 𝑡} =

{︂
𝑥− 𝑡, при 0 6 𝑡 6 𝑥,
1 + 𝑥− 𝑡, при 𝑥 < 𝑡 < 1,

то равенство (15) доказано.
Далее имеем:

𝑚−(𝑅1(𝜈, 𝑥)) =
{︁
𝑧 = {−𝑦}

⃒⃒⃒
‖𝑦 − 𝑥‖ < 𝜈

2

}︁
=
{︁
𝑧
⃒⃒⃒
‖𝑧 − {−𝑥}‖ < 𝜈

2

}︁
= 𝑅1(𝜈, {−𝑥}).

Так как

{−𝑥} =

{︂
0, при 𝑥 = 0,
1− 𝑥, при 0 < 𝑥 < 1,

то равенство (16) доказано и утверждение леммы установлено полностью. 2
Заметим, что группа преобразований 𝑀* не является группой движений на пространстве

𝐽 . Действительно, пусть 0 < 𝑥 < 1, тогда𝑚𝑥(𝑥) = 0,𝑚𝑥(0) = 1−𝑥 и при 𝑥 ̸= 1
2 𝜌(0, 𝑥) = |0−𝑥| =

𝑥 ̸= 1 − 𝑥 = 𝜌(𝑚𝑥(0),𝑚𝑥(𝑥)). Таким образом, для любого преобразования 𝑚𝑥 (𝑥 ̸= 0, 𝑥 ̸= 1
2)

найдётся пара точек, для которой расстояние между ними и расстояние между образами не
равны.

Заметим, что из лемм 9 и 10 следует, что всегда 𝑅(𝜈, 𝑥) ⊂ 𝑅1(𝜈, 𝑥).

Лемма 13. Справедливы соотношения

𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧)

{︃
= ∅ при |𝑥−𝑧| > 𝜈+𝜇

2 ,

⊃ 𝑅
(︁
min (𝜈, 𝜇)

(︁
1
2 −

⃒⃒⃒
𝑥−𝑧
𝜇+𝜈

⃒⃒⃒)︁
, 𝜇𝑥+𝜈𝑧

𝜇+𝜈

)︁
при |𝑥−𝑧| < 𝜈+𝜇

2 .
(17)

Доказательство. Действительно, 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = 𝑅(𝜈, 𝑥)
⋂︀
𝑅(𝜇, 𝑧). Пусть 𝑦 ∈ 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧),

тогда по неравенству треугольника имеем:

|𝑥− 𝑧| 6 |𝑥− 𝑦|+ |𝑦 − 𝑧| < 𝜈

2
+
𝜇

2
.

Отсюда следует, что если |𝑥−𝑧| > 𝜈+𝜇
2 , то 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = ∅ и первое равенство в (17) доказано.
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Пусть теперь |𝑥− 𝑧| < 𝜈+𝜇
2 . Положим 𝑤 = 𝜇𝑥+𝜈𝑧

𝜇+𝜈 , тогда

|𝑥− 𝑤| =
⃒⃒⃒⃒
𝜈(𝑥− 𝑧)

𝜇+ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
<
𝜈

2
, |𝑧 − 𝑤| =

⃒⃒⃒⃒
𝜇(𝑥− 𝑧)

𝜇+ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
<
𝜇

2
.

Следовательно, 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) ̸= ∅ и 𝑤 ∈ 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧). Далее имеем:

|𝑥−𝑦| 6 |𝑥−𝑤|+ |𝑦−𝑤| =
⃒⃒⃒⃒
𝜈(𝑥− 𝑧)

𝜇+ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑦−𝑤|, |𝑧−𝑦| 6 |𝑧−𝑤|+ |𝑤−𝑦| =

⃒⃒⃒⃒
𝜇(𝑥− 𝑧)

𝜇+ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑦−𝑤|.

Поэтому, если |𝑦−𝑤| < min (𝜈, 𝜇)
(︁
1
2 −

⃒⃒⃒
𝑥−𝑧
𝜇+𝜈

⃒⃒⃒)︁
, то 𝑦 ∈ 𝑅(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) и лемма полностью доказана.

2

Лемма 14. Справедливы соотношения

𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) =

{︂
∅ при |𝑥−𝑧| > 𝜈+𝜇

2 ,

𝑅* (𝜆, 𝑦) при |𝑥−𝑧| < 𝜈+𝜇
2 ,

(18)

где 𝜆 = min
(︀
𝜈, 𝜇, 𝜈+𝜇

2 − |𝑥− 𝑧|
)︀
, 𝑦 =

max(𝑥− 𝜈
2
,𝑧−𝜇

2 )+min(𝑥+ 𝜈
2
,𝑧+𝜇

2 )
2 .

Доказательство. Действительно, 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = 𝑅*(𝜈, 𝑥)
⋂︀
𝑅*(𝜇, 𝑧).

Пусть 𝑦 ∈ 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧), тогда по неравенству треугольника имеем:

|𝑥− 𝑧| 6 |𝑥− 𝑦|+ |𝑦 − 𝑧| < 𝜈

2
+
𝜇

2
.

Отсюда следует, что если |𝑥−𝑧| > 𝜈+𝜇
2 , то 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = ∅ и первое равенство в (17) доказано.

Пусть теперь |𝑥− 𝑧| < 𝜈+𝜇
2 . Нетрудно видеть, что

𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) =
(︁
𝑥− 𝜈

2
, 𝑥+

𝜈

2

)︁⋂︁(︁
𝑧 − 𝜇

2
, 𝑧 +

𝜇

2

)︁
=
(︁
max

(︁
𝑥− 𝜈

2
, 𝑧 − 𝜇

2

)︁
,min

(︁
𝑥+

𝜈

2
, 𝑧 +

𝜇

2

)︁)︁
.

Следовательно,

𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) =

= 𝑅*

(︃
min

(︁
𝑥+

𝜈

2
, 𝑧 +

𝜇

2

)︁
−max

(︁
𝑥− 𝜈

2
, 𝑧 − 𝜇

2

)︁
,
max

(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑧 −
𝜇
2

)︀
+min

(︀
𝑥+ 𝜈

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
2

)︃
=

= 𝑅*

(︃
min

(︂
𝜈, 𝜇,

𝜈 + 𝜇

2
− |𝑥− 𝑧|

)︂
,
max

(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑧 −
𝜇
2

)︀
+min

(︀
𝑥+ 𝜈

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
2

)︃
= 𝑅* (𝜆, 𝑦)

и лемма полностью доказана. 2
Покажем, что все значения для 𝜆 и 𝑦 из доказанной леммы достижимы. Рассмотрим для

этого четыре возможных случая.
Пусть

(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2

)︀
⊂
(︀
𝑧 − 𝜇

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
, тогда 𝜈 6 𝜇 и |𝑥− 𝑧| < 𝜇−𝜈

2 . В этом случае получаем
𝜆 = 𝜈, 𝑦 = 𝑥.

Аналогично, если
(︀
𝑧 − 𝜇

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
⊂
(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑥+ 𝜈
2

)︀
, то 𝜇 6 𝜈, |𝑥− 𝑧| < 𝜈−𝜇

2 и 𝜆 = 𝜇, 𝑦 = 𝑧.
Пусть теперь 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) =

(︀
𝑥− 𝜈

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
, тогда |𝜈−𝜇|

2 6 |𝑥− 𝑧| < 𝜈+𝜇
2 и 𝜆 = 𝜈+𝜇

2 − |𝑥− 𝑧|,
𝑦 = 2(𝑥+𝑧)+𝜇−𝜈

4 .
Наконец, если 𝑅*(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) =

(︀
𝑧 − 𝜇

2 , 𝑥+ 𝜈
2

)︀
, тогда |𝜈−𝜇|

2 6 |𝑥− 𝑧| < 𝜈+𝜇
2 и 𝜆 = 𝜈+𝜇

2 −|𝑥− 𝑧|,
𝑦 = 2(𝑥+𝑧)+𝜈−𝜇

4 .
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Лемма 15. Справедливы соотношения

𝑚𝑥(𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧)) = 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, {𝑧 − 𝑥}), (19)
𝑚−(𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧)) = 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, {−𝑧}). (20)

Доказательство. Утверждение леммы непосредственно следует из леммы 12. 2

Лемма 16. Справедливы соотношения

𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = ∅ при ‖𝑥−𝑧‖ > 𝜈 + 𝜇

2
, (21)

а при ‖𝑥−𝑧‖ < 𝜈+𝜇
2 множество 𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) является открытой окрестностью вида 𝑅1(𝜆, 𝑦),

либо объединением двух окрестностей такого вида.

Доказательство. Действительно, 𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧)=𝑅1(𝜈, 𝑥)
⋂︀
𝑅1(𝜇, 𝑧). Пусть 𝑦∈𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧),

тогда по неравенству треугольника имеем:

‖𝑥− 𝑧‖ 6 ‖𝑥− 𝑦‖+ ‖𝑦 − 𝑧‖ < 𝜈

2
+
𝜇

2
.

Отсюда следует, что если ‖𝑥− 𝑧‖ > 𝜈+𝜇
2 , то 𝑅1(𝜈, 𝜇, 𝑥, 𝑧) = ∅ и равенство (21) доказано.

Согласно лемме 15 без ограничения общности можно считать 𝜈 6 𝜇, 𝑥 = 0, 0 6 𝑧 6 1
2 .

Пусть теперь ‖𝑧‖ < 𝜈+𝜇
2 . Рассмотрим дуги, которые являются образами открытых окрест-

ностей 𝑅1(𝜈, 0) и 𝑅1(𝜇, 𝑧) точек 0 и 𝑧, соответственно, 𝑓(𝑅1(𝜈, 0)) = 𝑎𝑟𝑐
(︀
1− 𝜈

2 ,
𝜈
2

)︀
,

𝑓(𝑅1(𝜇, 𝑧)) =

{︂
𝑎𝑟𝑐

(︀
1 + 𝑧 − 𝜇

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
, при 0 6 𝑧 < 𝜇

2 ,
𝑎𝑟𝑐

(︀
𝑧 − 𝜇

2 , 𝑧 +
𝜇
2

)︀
, при 𝜇

2 6 𝑧 6
1
2 .

Заметим, что правая точка дуги 𝑓(𝑅1(𝜇, 𝑧)) всегда лежит правее левой точки дуги 𝑓(𝑅1(𝜈, 0)).
Действительно, если 0 6 𝑧 < 𝜇

2 , то 1 + 𝑧 − 𝜇
2 < 1 и образ правой точки дуги 𝑓(𝑅1(𝜇, 𝑧)) лежит

правее образа 𝑓(0), который правее образа 𝑓
(︀
𝜈
2

)︀
. Если 𝜇

2 6 𝑧 6
1
2 , то в силу условия 𝑧− 𝜇

2 <
𝜈
2 ,

правая точка 𝑓
(︀
𝑧 − 𝜇

2

)︀
правее точки 𝑓

(︀
𝜈
2

)︀
и соотношение между точками дуг установлено.

Теперь установим соотношение между точками 𝑓
(︀
1 + 𝑧 − 𝜇

2

)︀
и 𝑓

(︀
1− 𝜈

2

)︀
при 0 6 𝑧 < 𝜇

2 .
Точка 𝑓

(︀
1 + 𝑧 − 𝜇

2

)︀
будет правее точки 𝑓

(︀
1− 𝜈

2

)︀
при 𝑧 < 𝜇−𝜈

2 , и левее при 𝑧 > 𝜇−𝜈
2 . Поэтому

при 𝑧 < 𝜇−𝜈
2 будем иметь 𝑅1(𝜈, 0) ⊂ 𝑅1(𝜇, 𝑧), а при 𝜇

2 > 𝑧 > 𝜇−𝜈
2 выполняется равенство

𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) =
(︁
1 + 𝑧 − 𝜇

2
,
𝜈

2

)︁
= 𝑅1

(︂
𝜈 + 𝜇

2
− 𝑧,

1

2
+
𝑧

2
− 𝜇− 𝜈

4

)︂
.

Перейдём к рассмотрению случая 𝑧 > 𝜇
2 . Точка 𝑓

(︀
𝑧 + 𝜇

2

)︀
будет правее точки 𝑓

(︀
1− 𝜈

2

)︀
при 𝑧 < 1 − 𝜇+𝜈

2 , и левее при 𝑧 > 1 − 𝜇+𝜈
2 . Поэтому при 𝑧 < 1 − 𝜇+𝜈

2 будем иметь(︀
𝑧, 𝑧 + 𝜇

2

)︀⋂︀ (︀
1− 𝜈

2 , 1
)︀
= ∅, а при 𝑧 > 1− 𝜇+𝜈

2 выполняется равенство(︁
𝑧, 𝑧 +

𝜇

2

)︁⋂︁(︁
1− 𝜈

2
, 1
)︁
=
(︁
1− 𝜈

2
, 𝑧 +

𝜇

2

)︁
= 𝑅1

(︂
𝑧 +

𝜇+ 𝜈

2
− 1,

𝑧

2
+

1

2
+
𝜇− 𝜈

4

)︂
.

Так как 𝑧 6 1
2 , то необходимо различать случай 𝜈 + 𝜇 < 1, в этом случае 1 − 𝜇+𝜈

2 > 1
2 ,

и случай 𝜈 + 𝜇 > 1, когда 1 − 𝜇+𝜈
2 6 1

2 . Заметим, что при 1 − 𝜈 6 𝜇 6 1 − 𝜈
2 выполняется

неравенство 𝜇
2 6 1− 𝜇+𝜈

2 , а при 1− 𝜈
2 < 𝜇 < 1 получаем неравенство 𝜇

2 > 1− 𝜇+𝜈
2 .

Из предыдущего следует, что возможны только восемь случаев:

1. 0 6 𝑧 < 𝜇−𝜈
2 , 0 6 𝜈 6 𝜇 < 1, тогда 𝑅1(𝜈, 0) ⊂ 𝑅1(𝜇, 𝑧), 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1(𝜈, 0);

2. 𝜇−𝜈
2 6 𝑧 <

𝜇
2 , 𝜈 6 𝜇 < 1− 𝜈, тогда 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︀𝜈+𝜇
2 − 𝑧, 𝑧2 − 𝜇−𝜈

4

)︀
;
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3. 𝜇
2 6 𝑧 <

𝜈+𝜇
2 , 𝜈 6 𝜇 < 1− 𝜈, тогда 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︀𝜈+𝜇
2 − 𝑧, 𝑧2 − 𝜇−𝜈

4

)︀
;

4. 𝜇−𝜈
2 6 𝑧 <

𝜇
2 , 1− 𝜈 6 𝜇 6 1− 𝜈

2 , тогда 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︀𝜈+𝜇
2 − 𝑧, 𝑧2 − 𝜇−𝜈

4

)︀
;

5. 𝜇
2 6 𝑧 < 1− 𝜇+𝜈

2 , 1− 𝜈 6 𝜇 6 1− 𝜈
2 , тогда 𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︀𝜈+𝜇
2 − 𝑧, 𝑧2 − 𝜇−𝜈

4

)︀
;

6. 1− 𝜇+𝜈
2 6 𝑧 6

1
2 , 1− 𝜈 6 𝜇 6 1− 𝜈

2 , тогда

𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︂
𝜈 + 𝜇

2
− 𝑧,

𝑧

2
− 𝜇− 𝜈

4

)︂⋃︁
𝑅1

(︂
𝑧 +

𝜇+ 𝜈

2
− 1,

𝑧

2
+

1

2
+
𝜇− 𝜈

4

)︂
;

7. 1− 𝜇+𝜈
2 6 𝑧 6

𝜇
2 , 1− 𝜈

2 < 𝜇 < 1, тогда

𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︂
𝜈 + 𝜇

2
− 𝑧,

𝑧

2
+

1

2
− 𝜇− 𝜈

4

)︂⋃︁
𝑅1

(︂
𝑧 +

𝜇+ 𝜈

2
− 1,

𝑧

2
+

1

2
+
𝜇− 𝜈

4

)︂
;

8. 𝜇
2 6 𝑧 6

1
2 , 1−

𝜈
2 < 𝜇 < 1, тогда

𝑅1(𝜈, 𝜇, 0, 𝑧) = 𝑅1

(︂
𝜈 + 𝜇

2
− 𝑧,

𝑧

2
− 𝜇− 𝜈

4

)︂⋃︁
𝑅1

(︂
𝑧 +

𝜇+ 𝜈

2
− 1,

𝑧

2
+

1

2
+
𝜇− 𝜈

4

)︂
.

Из перечисленных равенств следует утверждение леммы. 2

3. Метрики на пространстве сдвинутых решёток

Обозначим через 𝐶𝑃𝑅𝑠 множество всех сдвинутых решёток Λ + 𝑥⃗, где Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 — произ-
вольная 𝑠 – мерная вещественная решётка и 𝑥⃗ ∈ 𝑅𝑠 — произвольный вектор.

Мы далее будем рассматривать только случай 𝑠 = 1, что позволит существенно упростить
многие доказательства и сделать изложение более наглядным.

Из свойств решётки непосредственно вытекает, что Λ+ (𝑥+ 𝑦) = Λ + 𝑥 для любого 𝑦 ∈ Λ.

Лемма 17. Если
Λ1 + 𝑥1 = Λ2 + 𝑥2, (22)

то Λ1 = Λ2 и 𝑥1 − 𝑥2 ∈ Λ1.

Доказательство. Действительно, из (22) вытекает Λ1 + 𝑥1 − 𝑥2 = Λ2. Так как 0 ∈ Λ1

и 0 ∈ Λ2, то 𝑥1 − 𝑥2 ∈ Λ2, 𝑥2 − 𝑥1 ∈ Λ1. Но последнее означает, что Λ1 + 𝑥1 − 𝑥2 = Λ1.
Следовательно, Λ1 = Λ2 и 𝑥1 − 𝑥2 ∈ Λ1. Что и требовалось доказать. 2

Доказанная лемма наводит на мысль дать следующее определение канонического пред-
ставления сдвинутой решётки Λ + 𝑥.

Определение 1. Для произвольной сдвинутой одномерной решётки Λ + 𝑥 = 𝜆Z + 𝑥,
𝜆 > 0 её каноническим представлением называется пара 𝜙(Λ + 𝑥) =

(︀
ln𝜆,

{︀
𝑥
𝜆

}︀)︀
.

Обозначим через 𝐶𝑦∞ = {(𝜃1, 𝜃2)|𝜃1 ∈ R, 0 6 𝜃2 < 1} — бесконечный цилиндр (здесь ниж-
няя и верхняя границы бесконечной горизонтальной полосы склеиваются). Таким образом,
𝐶𝑦∞ = R2/Z и для любой точки (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐶𝑦∞ определена единственная сдвинутая решётка

𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) = Λ + 𝑥 = 𝑒𝜃1(Z+ 𝜃2),

заданная своим каноническим представлением.
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Другой естественной интерпретацией бесконечного цилиндра 𝐶𝑦∞ является его представ-
ление как декартового произведения: 𝐶𝑦∞ = R× 𝐽1 (см. 201).

Нетрудно видеть, что бесконечный цилиндр 𝐶𝑦∞ гомеоморфен другому бесконечному от-
крытому цилиндру 𝐶+

∞ = {(𝜃1, 𝜃2)|𝜃1 > 0, 0 6 𝜃2 < 1}. Гомеоморфизм 𝜓 : 𝐶𝑦∞ → 𝐶+
∞ задается

равенством 𝜓(𝜃1, 𝜃2) = (𝑒𝜃1 , 𝜃2), 𝜓−1(𝜃1, 𝜃2) = (ln 𝜃1, 𝜃2).
Наряду с цилиндром 𝐶𝑦∞ рассмотрим сдвинутый цилиндр

𝐶*
∞ =

{︂
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒⃒
𝜃1 ∈ R, −

1

2
6 𝜃2 <

1

2

}︂
.

Определение 2. Для произвольной сдвинутой одномерной решётки Λ + 𝑥 = 𝜆Z + 𝑥,
𝜆 > 0 её абсолютно наименьшим каноническим представлением называется пара

𝜙*(Λ + 𝑥) = (ln𝜆, 𝜃) , где 𝜃 =

{︂ {︀
𝑥
𝜆

}︀
, при 0 6

{︀
𝑥
𝜆

}︀
< 1

2 ,{︀
𝑥
𝜆

}︀
− 1, при 1

2 6
{︀
𝑥
𝜆

}︀
< 1.

Таким образом, 𝐶*
∞ = R2/Z и для любой точки (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐶*

∞ определена единственная
сдвинутая решётка

(𝜙*)−1(𝜃1, 𝜃2) = Λ + 𝑥 = 𝑒𝜃1(Z+ 𝜃2),

заданная своим абсолютно наименьшим каноническим представлением.
Мы видим, что функции 𝜙−1 и (𝜙*)−1 отличаются только областью определения и для них

выполнено соотношение

(𝜙*)−1(𝜃1, 𝜃2) =

{︂
𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) при 0 6 𝜃2 < 1

2 ,
𝜙−1(𝜃1, 𝜃2 + 1), при − 1

2 6 𝜃2 < 0.

С помощью обыкновенного сдвига на R и движения 𝑚𝑥 на 𝐽1 (см. 204) определим пред-
ставление произвольной сдвинутой одномерной решётки Λ + 𝑦𝜆 = 𝜆Z+ 𝑦𝜆, 𝜆 > 0, 0 6 𝑦 < 1 с
центром в сдвинутой решётке 𝑀 + 𝑎𝑥 = 𝑎Z+ 𝑥𝑎.

Определение 3. Для произвольной сдвинутой одномерной решётки Λ + 𝑦𝜆 = 𝜆Z+ 𝑦𝜆,
𝜆 > 0, 0 6 𝑦 < 1 её представлением с центром в сдвинутой решётке 𝑀 + 𝑎𝑥 = 𝑎Z + 𝑥𝑎
называется пара 𝜙𝑀+𝑎𝑥(Λ + 𝑦𝜆) = (ln𝜆− ln 𝑎, {𝑦 − 𝑥}).

Нетрудно видеть, что эти два представления связаны равенством

𝜙(Λ + 𝑦𝜆) = (𝜃1, 𝜃2), 𝜙𝑀+𝑎𝑥(Λ + 𝑦𝜆) = (𝜃*1, 𝜃
*
2), 𝜃*1 = 𝜃1 − ln 𝑎, 𝜃*2 = {𝜃2 − 𝑥}. (23)

Для задания структуры метрического пространства на множестве 𝐶𝑃𝑅1 определим для
произвольного 𝑎 ̸= 0 вложение 𝜙𝑎 : 𝐶𝑃𝑅1 → 𝑃𝑅2 следующим образом.

Пусть Λ ∈ 𝑃𝑅1, 𝜆⃗ = (𝜆) — ее базис и 𝑥⃗ = (𝑥) ∈ 𝑅1 — произвольный вектор. Решётку
𝜙𝑎(Λ + 𝑥) зададим базисом 𝜆⃗′𝑗 (𝑗 = 1, 2), где 𝜆⃗′1 = (𝜆, 0), 𝜆⃗′2 = (𝑥, 𝑎).

Лемма 18. Решётка 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) определена однозначно и не зависит от выбора базиса 𝜆⃗
или замены вектора 𝑥 на 𝑥+ 𝑦, где 𝑦 ∈ Λ.

Доказательство. Пусть 𝛾⃗ = (𝛾) — другой базис решётки Λ и вектор (𝑦) = 𝑛 · 𝜆⃗ ∈ Λ, где
𝑛 — произвольное целое число, (𝑦) — произвольный вектор из Λ. Тогда по свойству базисов
для унимодулярной матрицы 𝐴 =

(︀
−1

)︀
, det𝐴 = −1 выполняется

(︀
−1

)︀
·
(︀
𝜆
)︀
=
(︀
𝛾
)︀
.

Но тогда для целочисленной унимодулярной матрицы 𝐵

𝐵 =

(︂
−1 0
𝑛 1

)︂
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имеем (︂
−1 0
𝑛 1

)︂
·
(︂
𝜆 0
𝑥 𝑎

)︂
=

(︂
𝛾 0

𝑥+ 𝑦 𝑎

)︂
.

Таким образом, базисы 𝜆⃗′1, 𝜆⃗
′
2 и 𝛾⃗′1, 𝛾⃗′2 задают одну и ту же решётку и лемма полностью дока-

зана. 2
Теперь для любого 𝑎 ̸= 0 на пространстве 𝐶𝑃𝑅1 можно задать метрику 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) с

помощью вложения 𝜙𝑎 и метрики 𝜌(·, ·) на пространстве 𝑃𝑅2 равенством

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = 𝜌(𝜙𝑎(Λ + 𝑥), 𝜙𝑎(Γ + 𝑦)). (24)

Теорема 1. Функция 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) задает метрику на пространстве 𝐶𝑃𝑅1.

Доказательство. Симметричность функции 𝜌𝑎(·, ·) и неравенство треугольника следуют
из свойств метрики 𝜌(·, ·) на 𝑃𝑅2. Таким образом, требуется доказать, что 𝜌𝑎(Λ+𝑥,Γ+ 𝑦) = 0
тогда и только тогда, когда Λ+ 𝑥 = Γ+ 𝑦. Для этого достаточно доказать, что из 𝜙𝑎(Λ+ 𝑥) =
𝜙𝑎(Γ + 𝑦) вытекает Λ + 𝑥 = Γ + 𝑦.

Пусть 𝜆⃗ = (𝜆) — базис решётки Λ и 𝛾⃗ = (𝛾) — базис решётки Γ. Тогда из свойств базисов
решётки и равенства 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) = 𝜙𝑎(Γ + 𝑦) вытекает, что найдется целочисленная унимоду-
лярная матрица

𝐶 =

(︂
𝑐11 𝑐1 2
𝑐2 1 𝑐2 2

)︂
такая, что справедливы равенства(︂

𝑐11 𝑐1 2
𝑐2 1 𝑐2 2

)︂
·
(︂
𝜆 0
𝑥 𝑎

)︂
=

(︂
𝛾 0
𝑦 𝑎

)︂
.

Из этого матричного равенства, рассматривая соотношение для последнего столбца матрицы
произведения, в силу 𝑎 ̸= 0, получим

𝑐1 2 = 0, 𝑐2 2 = 1.

Но отсюда вытекает, что целочисленная матрица 𝐶1 =
(︀
𝑐11

)︀
является унимодулярной, то

есть 𝑐11 = ±1, и для нее выполнены соотношения
(︀
𝑐11

)︀
·
(︀
𝜆
)︀
=
(︀
𝛾
)︀
. Следовательно,

Λ = Γ, 𝑦 = 𝑥+ 𝑐2 1 · 𝜆, что и доказывает утверждение теоремы. 2
После введения метрики на пространстве сдвинутых решёток сразу возникает вопрос о

вычислении расстояния между двумя сдвигами одной и той же решётки. Второй естествен-
ный вопрос: как согласована метрика в пространстве сдвинутых решёток с уже имеющейся
метрикой на подпространстве решёток. Перейдем к решению этих вопросов.

Лемма 19. Если решётка Λ ∈ 𝑃𝑅1 задана одномерной невырожденной матрицей
𝐴 = (𝑎1) : Λ = 𝐴 · Z, то решётка 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) переводится в решётку 𝜙𝑎(Λ + 𝑦) линейным
преобразованием с матрицей

𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑘) =

(︂
1 𝑦−𝑥+𝑘𝑎1

𝑎
0 1

)︂
для любого целого 𝑘 ∈ Z.

Доказательство. По определению решётки 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) она задается произвольной дву-
мерной невырожденной матрицей 𝐴(𝑥, 𝑘), 𝑘 ∈ Z:

𝜙𝑎(Λ + 𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑘) · Z2, 𝐴(𝑥, 𝑘) =

(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑘𝑎1
0 𝑎

)︂
,
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(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑘𝑎1
0 𝑎

)︂
·
(︂
𝑚
𝑛

)︂
=

(︂
𝑎1(𝑚+ 𝑘𝑛) + 𝑥𝑛

𝑎𝑛

)︂
.

Далее имеем

𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑘) ·𝐴(𝑥, 𝑙) =
(︂

1 𝑦−𝑥+𝑘𝑎1
𝑎

0 1

)︂
·
(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑙𝑎1
0 𝑎

)︂
=

=

(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑦 − 𝑥+ 𝑎1(𝑘 + 𝑙)
0 𝑎

)︂
= 𝐴(𝑦, 𝑘 + 𝑙)

и лемма доказана. 2

Следствие 1. Для любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑅1, заданой одномерной невырожденной мат-
рицей 𝐴 = (𝑎1), 𝑎1 > 0 : Λ = 𝐴 ·Z, для расстояния между её сдвигами справедливо равенство

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Λ + 𝑦) = ln

(︂
1 + 2

𝑎1
𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

𝑎1

⃦⃦⃦⃦)︂
.

Доказательство. Согласно (4) и (24) необходимо найти

𝜇 = inf
𝜙𝑎(Λ+𝑥)=𝐵1·𝜙𝑎(Λ+𝑦)

‖𝐵1 − 𝐼‖, 𝜈 = inf
𝜙𝑎(Λ+𝑦)=𝐵2·𝜙𝑎(Λ+𝑥)

‖𝐵2 − 𝐼‖.

Так как, согласно лемме 19 𝐵1 = 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑘) и 𝐵2 = 𝐵(𝑦, 𝑥, 𝑘), то 𝜇 = 𝜈 = 2𝑎1
𝑎

⃦⃦⃦
𝑥−𝑦
𝑎1

⃦⃦⃦
и следствие

полностью доказано. 2
Лемма 19 допускает простое обобщение.

Лемма 20. Если решётки Λ и Γ ∈ 𝑃𝑅1 заданы одномерными невырожденными матри-
цами 𝐴 = (𝑎1) и 𝐵 = (𝑏), соответственно:

Λ = 𝐴 · Z, Γ = 𝐵 · Z,

то решётка 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) переводится в решётку 𝜙𝑎(Γ + 𝑦) линейным преобразованием с мат-
рицей

𝐶(𝐴,𝐵, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) =

(︃
𝑏𝑎−1

1
−𝑏(𝑎−1

1 𝑥+𝑘−𝑙)+𝑦
𝑎

0 1

)︃
для любых целых 𝑘, 𝑙 ∈ Z.

Доказательство. По определению решёток 𝜙𝑎(Λ+ 𝑥) и 𝜙𝑎(Γ+ 𝑦) они задаются двумер-
ными невырожденными матрицами 𝐴(𝑥, 𝑘) и 𝐵(𝑦, 𝑙) соответственно:

𝜙𝑎(Λ + 𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑘) · Z2, 𝜙𝑎(Γ + 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑙) · Z2,

𝐴(𝑥, 𝑘) =

(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑘𝑎1
0 𝑎

)︂
, 𝐵(𝑦, 𝑙) =

(︂
𝑏 𝑦 + 𝑙𝑏
0 𝑎

)︂
.

Далее имеем

𝐶(𝐴,𝐵, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) ·𝐴(𝑥, 𝑘) =

(︃
𝑏𝑎−1

1
−𝑏(𝑎−1

1 𝑥+𝑘−𝑙)+𝑦
𝑎

0 1

)︃
·
(︂
𝑎1 𝑥+ 𝑘𝑎1
0 𝑎

)︂
=

=

(︂
𝑏 𝑦 + 𝑙𝑏
0 𝑎

)︂
= 𝐵(𝑦, 𝑙),

и, значит, лемма доказана. 2
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Лемма 21. Если решётки Λ и Γ ∈ 𝑃𝑅1 заданы одномерными невырожденными матри-
цами 𝐴 = (𝑎1) и 𝐵 = (𝑏), соответственно:

Λ = 𝐴 · Z, Γ = 𝐵 · Z

и решётка 𝜙𝑎(Λ+𝑥) переводится в решётку 𝜙𝑎(Γ+𝑦) линейным преобразованием с матрицей
𝐶, то справедливо равенство

𝐶 = 𝐶(𝐴,𝐵, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) =

(︃
𝑏𝑎−1

1
−𝑏(𝑎−1

1 𝑥+𝑘−𝑙)+𝑦
𝑎

0 1

)︃
.

Доказательство. Действительно, если 𝐶 ·𝐴(𝑥, 𝑘) = 𝐵(𝑦, 𝑙) и

𝐶 =

(︂
𝑐1,1 𝑐1,2
𝑐2,1 𝑐2,2

)︂
,

то

𝐶 = 𝐵(𝑦, 𝑙) ·𝐴(𝑥, 𝑘)−1 =

(︂
𝑏 𝑦 + 𝑙𝑏
0 𝑎

)︂
·
(︂

1
𝑎1

−𝑥+𝑘𝑎1
𝑎·𝑎1

0 1
𝑎

)︂
=

(︃
𝑏𝑎−1

1
−𝑏(𝑎−1

1 𝑥+𝑘−𝑙)+𝑦
𝑎

0 1

)︃
и лемма полностью доказана. 2

Следствие 2. Для любых одномерных решёток Λ и Γ ∈ 𝑃𝑅1, заданных одномерными
невырожденными матрицами 𝐴 = (𝑎1) и 𝐵 = (𝑏), соответственно: Λ = 𝐴 ·Z, Γ = 𝐵 ·Z, для
расстояния между их сдвигами справедливо равенство

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) =

= ln

(︂
1 + 2max

(︂
max

(︂⃒⃒
𝑏𝑎−1

1 − 1
⃒⃒
,
𝑏

𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎1
− 𝑦

𝑏

⃦⃦⃦⃦)︂
,max

(︂⃒⃒
𝑎1𝑏

−1 − 1
⃒⃒
,
𝑎1
𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎1
− 𝑦

𝑏

⃦⃦⃦⃦)︂)︂)︂
.

Доказательство. Согласно (4) и (24) необходимо найти

𝜇 = inf
𝜙𝑎(Γ+𝑦)=𝐵1·𝜙𝑎(Λ+𝑥)

‖𝐵1 − 𝐼‖, 𝜈 = inf
𝜙𝑎(Λ+𝑥)=𝐵2·𝜙𝑎(Γ+𝑦)

‖𝐵2 − 𝐼‖.

Так как, согласно леммам 20 и 21 𝐵1 = 𝐶(𝐴,𝐵, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) и 𝐵2 = 𝐶(𝐵,𝐴, 𝑦, 𝑥, 𝑙, 𝑘), то
𝜇 = 2max

(︁⃒⃒
𝑏𝑎−1

1 − 1
⃒⃒
, 𝑏𝑎

⃦⃦⃦
𝑥
𝑎1

− 𝑦
𝑏

⃦⃦⃦)︁
, 𝜈 = 2max

(︁⃒⃒
𝑎1𝑏

−1 − 1
⃒⃒
, 𝑎1𝑎

⃦⃦⃦
𝑥
𝑎1

− 𝑦
𝑏

⃦⃦⃦)︁
и следствие полно-

стью доказано. 2
Нетрудно видеть, что формулу для расстояния можно переписать в более компактном

виде:

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
|𝑏− 𝑎1|

min(𝑏, 𝑎1)
,
max(𝑏, 𝑎1)

𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥

𝑎1
− 𝑦

𝑏

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
.

Так как пространство одномерных сдвинутых решёток 𝐶𝑃𝑅1 и бесконечный цилиндр 𝐶𝑦∞
гомеоморфны, то задание метрики на 𝐶𝑃𝑅1 индуцирует метрику на 𝐶𝑦∞. Согласно лемме 19
для двух сдвигов решётки Λ, заданных каноническими представлениями (𝜃1, 𝜃2), (𝜃1, 𝜃3) ∈ 𝐶𝑦∞
матрицы 𝐵1(𝜀) и 𝐵2(𝜀) для любого 𝜀 ∈ Z:

𝐵1(𝜀) =

(︃
1 𝑒𝜃1 (𝜃3−𝜃2+𝜀)

𝑎
0 1

)︃
, 𝐵2(𝜀) =

(︃
1 𝑒𝜃1 (𝜃2−𝜃3+𝜀)

𝑎
0 1

)︃
преобразуют решётки

𝜙𝑎(𝜙
−1(𝜃1, 𝜃2)) = 𝜙𝑎(Λ + 𝑥) = 𝜙𝑎(𝑒

𝜃1(Z+ 𝜃2)), 𝜙𝑎(𝜙
−1(𝜃1, 𝜃3)) = 𝜙𝑎(Λ + 𝑦) = 𝜙𝑎(𝑒

𝜃1(Z+ 𝜃3)),



Гладкое многообразие одномерных сдвинутых решёток 213

друг в друга:

𝐵1(𝜀) · 𝜙𝑎(𝜙
−1(𝜃1, 𝜃2)) = 𝜙𝑎(𝜙

−1(𝜃1, 𝜃3)), 𝐵2(𝜀) · 𝜙𝑎(𝜙
−1(𝜃1, 𝜃3)) = 𝜙𝑎(𝜙

−1(𝜃1, 𝜃2)).

Действительно, для решёток имеем:

𝜙𝑎(𝜙
−1(𝜃1, 𝜃2)) =

(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1𝜃2
0 𝑎

)︂
· Z2, 𝜙𝑎(𝜙

−1(𝜃1, 𝜃3)) =

(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1𝜃3
0 𝑎

)︂
· Z2,

поэтому (︃
1 𝑒𝜃1 (𝜃3−𝜃2+𝜀)

𝑎
0 1

)︃(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1𝜃2
0 𝑎

)︂
=

(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1(𝜃3 + 𝜀)
0 𝑎

)︂
,

(︃
1 𝑒𝜃1 (𝜃2−𝜃3+𝜀))

𝑎
0 1

)︃(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1𝜃3
0 𝑎

)︂
=

(︂
𝑒𝜃1 𝑒𝜃1(𝜃2 + 𝜀)
0 𝑎

)︂
.

Поэтому

𝜌𝑎((𝜃1, 𝜃2), (𝜃3, 𝜃4)) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
|𝑒𝜃3 − 𝑒𝜃1 |

min(𝑒𝜃3 , 𝑒𝜃1)
,
max(𝑒𝜃3 , 𝑒𝜃1)

𝑎
‖𝜃2 − 𝜃4‖

)︂)︂
В случае 𝑃𝑅1 для Λ = 𝜆Z, Γ = 𝛾Z метрика задается простой формулой 𝜌(Λ,Γ)= | ln(𝛾−1𝜆)|.

Из следствия 2 следует, что 𝜌𝑎(Λ,Γ) = ln
(︁
1 + 2 |𝛾−𝜆|

min(𝛾,𝜆)

)︁
.

Без ограничения общности предположим, что 𝛾 = 𝑡𝜆, 𝑡 > 1. Тогда 𝜌(Λ,Γ) = ln 𝑡, 𝜌𝑎(Λ,Γ) =
ln(2𝑡−1). Нетрудно видеть, что функция ln(2𝑡−1)

ln 𝑡 монотонно убывает при 𝑡 > 1 и выполняются
неравенства 2 > ln(2𝑡−1)

ln 𝑡 > 1. Отсюда следует, что метрики 𝜌(Λ,Γ) и 𝜌𝑎(Λ,Γ) — эквивалентны
на пространстве одномерных решёток.

Аналогично, рассмотрим вопрос об эквивалентности различных метрик 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) и
𝜌1(Λ+𝑥,Γ+𝑦). Положим 𝑏 = 𝑡𝑎1, 𝑥 = 𝜃1𝑎1, 𝑦 = 𝜃2𝑏 и без ограничения общности будем считать,
что 𝑡 > 1. Тогда

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
𝑡− 1,

𝑡𝑎1
𝑎

‖𝜃1 − 𝜃2‖
)︂)︂

,

𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln (1 + 2max (𝑡− 1, 𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖)) .

В зависимости от величины 𝑎 имеем соотношения:
при 0 < 𝑎 < 1

𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) 6 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦),

при 𝑎 > 1
𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) > 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦).

Лемма 22. Для любого 𝑎 > 0 метрика 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) эквивалентна метрике 𝜌1(Λ +
𝑥,Γ + 𝑦).

Доказательство. При ‖𝜃1 − 𝜃2‖ = 0 величины расстояний совпадают и в этом случае
утверждение леммы выполнено.

Пусть теперь ‖𝜃1 − 𝜃2‖ > 0, тогда оба расстояния отличны от нуля.
Рассмотрим сначала случай 0 < 𝑎 < 1.
Если 𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ > 1, то

𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln (1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖) , 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln

(︂
1 + 2

𝑡𝑎1
𝑎

‖𝜃1 − 𝜃2‖
)︂
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и

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln (1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖) + ln

(︃
1 + 2 𝑡𝑎1

𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖
1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖

)︃
.

Так как функция
1 + 2 𝑡𝑎1

𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖
1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖

=
1

𝑎
− 1− 𝑎

𝑎 (1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖)
монотонно возрастает при возрастании 𝑡, то её наибольшее значение не превосходит величины
1
𝑎 . Отсюда следует, что найдутся положительные константы 𝑐1 > 0, 𝑐2 > 0, такие, что

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) 6 𝑐1𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦), 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) > 𝑐2𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦)

и утверждение леммы при 𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ > 1 установлено.
Если 𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ < 1, то

𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) =

{︃
ln(1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖), при 1 6 𝑡 6 1

1−𝑎1‖𝜃1−𝜃2‖ ,

ln(2𝑡− 1), при 𝑡 > 1
1−𝑎1‖𝜃1−𝜃2‖ .

Аналогично, имеем:
если 𝑎1

𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ > 1, то 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) = ln
(︀
1 + 2 𝑡𝑎1

𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖
)︀
;

если 𝑎1
𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ < 1, то

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) =

{︃
ln(1 + 2𝑡𝑎1𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖), при 1 6 𝑡 6 1

1−𝑎1
𝑎
‖𝜃1−𝜃2‖

,

ln(2𝑡− 1), при 𝑡 > 1
1−𝑎1

𝑎
‖𝜃1−𝜃2‖

.

Повторяя предыдущие рассуждения, получаем, что найдутся положительные константы 𝑐3 >
0, 𝑐4 > 0, такие, что

𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) 6 𝑐3𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦), 𝜌𝑎(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦) > 𝑐4𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦)

и утверждение леммы при 𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖ < 1 установлено.
Теперь перейдём к случаю 𝑎 > 1. Этот случай рассматривается аналогично, но с учетом,

что функция
1 + 2 𝑡𝑎1

𝑎 ‖𝜃1 − 𝜃2‖
1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖

=
1

𝑎
− 1− 𝑎

𝑎 (1 + 2𝑡𝑎1 ‖𝜃1 − 𝜃2‖)
монотонно убывает при возрастании 𝑡 и её наибольшее значение достигается при 𝑡 = 1. 2

Доказанная лемма позволяет ограничиться случаем 𝑎 = 1. В этом случае для

Λ + 𝑥𝑎 = 𝑎Z+ 𝑥𝑎, Γ + 𝑦𝑏 = 𝑏Z+ 𝑦𝑏, 0 6 𝑥, 𝑦 < 1

имеем:
𝜌1(Λ + 𝑥𝑎,Γ + 𝑦𝑏) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
|𝑏− 𝑎|

min(𝑏, 𝑎)
,max(𝑏, 𝑎) ‖𝑥− 𝑦‖

)︂)︂
. (25)

В частности, расстояние от произвольной сдвинутой решётки Λ + 𝑥𝑎 = 𝑎Z+ 𝑥𝑎, 0 6 𝑥 < 1 до
фундаментальной решётки Z вычисляется по формуле

𝜌1(Λ + 𝑥𝑎,Z) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
|1− 𝑎|

min(1, 𝑎)
,max(1, 𝑎) ‖𝑥‖

)︂)︂
. (26)

Как обычно, через 𝐵𝜈(𝑀 + 𝑎𝑥) обозначим шар радиуса 𝜈, т. е. множество всех сдвинутых
решёток Λ + 𝑏𝑦 таких, что расстояние 𝜌1(𝑀 + 𝑎𝑥,Λ + 𝑏𝑦) < 𝜈:

𝐵𝜈(𝑀 + 𝑎𝑥) = {Λ + 𝑏𝑦|𝜌1(𝑀 + 𝑎𝑥,Λ + 𝑏𝑦) < 𝜈}.
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Таким образом, сдвинутая решётка Λ + 𝑏𝑦 принадлежит шару 𝐵𝜈(𝑀 + 𝑎𝑥), если найдутся
матрицы 𝐶 и 𝐷 такие, что

𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑘) · Z2, 𝜙1(Λ + 𝑏𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑙) · Z2,

𝐴(𝑥, 𝑘) =

(︂
𝑎 𝑎(𝑥+ 𝑘)
0 1

)︂
, 𝐵(𝑦, 𝑙) =

(︂
𝑏 𝑏(𝑦 + 𝑙)
0 1

)︂
, 𝑘, 𝑙 ∈ Z;

𝐴(𝑥, 𝑘) = 𝐶 ·𝐵(𝑦, 𝑙), 𝐵(𝑦, 𝑙) = 𝐷 ·𝐴(𝑥, 𝑘), ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝑒𝜈 − 1, ‖𝐷 − 𝐼‖ < 𝑒𝜈 − 1.

Согласно лемме 21 имеем:

𝐶 = 𝐶(𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) =

(︂
𝑏𝑎−1 −𝑏(𝑥− 𝑦 + 𝑘 − 𝑙)
0 1

)︂
,

𝐷 = 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦, 𝑘, 𝑙) =

(︂
𝑎𝑏−1 −𝑎(𝑦 − 𝑥+ 𝑙 − 𝑘)
0 1

)︂
.

Поэтому сдвинутая решётка Λ + 𝑏𝑦 принадлежит шару 𝐵𝜈(𝑀 + 𝑎𝑥) при 0 < 𝜈 < ln 2 тогда и
только тогда, когда выполнены соотношения⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

3−𝑒𝜈

2 𝑎 < 𝑏 < 1+𝑒𝜈

2 𝑎
3−𝑒𝜈

2 𝑏 < 𝑎 < 1+𝑒𝜈

2 𝑏

𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒𝜈−1
2

𝑎‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒𝜈−1
2

⇐⇒

⎧⎪⎨⎪⎩
max

(︁
3−𝑒𝜈

2 , 2
1+𝑒𝜈

)︁
𝑎 < 𝑏 < min

(︁
1+𝑒𝜈

2 , 2
3−𝑒𝜈

)︁
𝑎

‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒𝜈−1
2max(𝑏,𝑎)

. (27)

4. Гладкое многообразие сдвинутых одномерных решёток

На пространстве 𝐶𝑃𝑅1 всех одномерных сдвинутых решёток, следуя за Касселсом (см.
[13] стр. 165), зададим структуру топологического пространства, определив систему открытых
окрестностей, согласованную с метрикой 𝜌1(Λ + 𝑥,Γ + 𝑦).

Пусть далее решётка 𝑀 задана матрицей 𝐴 = (𝑎), 𝑎 > 0 и сдвинутая решётка имеет вид
𝑀 + 𝑎𝑥, 0 6 𝑥 < 1. Аналогично, решётка Λ задана матрицей 𝐵 = (𝑏), 𝑏 > 0 и сдвинутая
решётка имеет вид Λ + 𝑏𝑦, 0 6 𝑦 < 1, решётка 𝑁 задана матрицей 𝐶 = (𝑐), 𝑐 > 0, сдвинутая
решётка имеет вид 𝑁 + 𝑐𝑧, 0 6 𝑧 < 1, решётка 𝐾 задана матрицей 𝑑 = (𝑑), 𝑑 > 0, сдвинутая
решётка имеет вид 𝐾 + 𝑑𝑤, 0 6 𝑤 < 1.

Говорят, что для произвольного 𝜇 > 0 множество L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) сдвинутых решёток Λ + 𝑏𝑦
является открытой 𝜇-окрестностью сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑎𝑥, если оно состоит из всех
сдвинутых решёток Λ + 𝑏𝑦 таких, что

𝜙1(Λ + 𝑏𝑦) = 𝐶 · 𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥), Λ + 𝑏𝑦 = 𝜙−1
1 (𝐶 · 𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥)), (28)

для которых невырожденная матрица 𝐶 удовлетворяет соотношению

‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇. (29)

Согласно лемме 21 матрица 𝐶 имеет вид

𝐶 = 𝐶(𝜀) =

(︂
𝑏𝑎−1 𝑏(𝑦 − 𝑥+ 𝜀)
0 1

)︂
, 𝜀 ∈ Z.

Заметим, что в случае одномерных сдвинутых решёток 𝐼 =

(︂
1 0
0 1

)︂
— единичная матрица

и матричная норма задана равенством ‖𝐴‖ = 2max16𝑖,𝑗62 |𝑎𝑖 𝑗 |.4

4Для так определенной матричной нормы справедливы соотношения ‖ − 𝐴‖ = ‖𝐴‖, ‖𝐴+ 𝐵‖ 6 ‖𝐴‖+ ‖𝐵‖,
‖𝐴 ·𝐵‖ 6 ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖.
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Мы будем рассматривать только окрестности при 0 < 𝜇 < 1, так как для таких 𝜇 все
матрицы 𝐶 с ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇 удовлетворяют соотношению 0 < 1− 𝜇

2 < 𝑏𝑎−1 < 1 + 𝜇
2 и являются

невырожденными.
Нетрудно записать окрестность L𝜇(𝑀+𝑎𝑥) для произвольной сдвинутой решётки𝑀+𝑎𝑥 =

=𝑀(𝑎) + 𝑎𝑥 = 𝑎Z+ 𝑎𝑥 с базисом (𝑎):

L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) =
{︁
Λ + 𝑏𝑦 = 𝑏Z+ 𝑏𝑦

⃒⃒⃒(︁
1− 𝜇

2

)︁
𝑎 < 𝑏 <

(︁
1 +

𝜇

2

)︁
𝑎, 𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇

2

}︁
=

=
{︁
Λ + 𝑏𝑦 = 𝑏Z+ 𝑏𝑦

⃒⃒⃒
𝑏 ∈ 𝑅*(𝑎𝜇, 𝑎), 𝑦 ∈ 𝑅1

(︁𝜇
𝑏
, 𝑥
)︁}︁

. (30)

Остановимся на вопросе о каноническом представлении открытой 𝜇-окрестности сдвинутой
решётки 𝑀 + 𝑎𝑥.

Лемма 23. Каноническое представление открытой 𝜇-окрестности сдвинутой решётки
𝑀 + 𝑎𝑥 является открытым множеством в бесконечном цилиндре 𝐶𝑦∞.

Доказательство. Согласно определению 1 для канонического представления сдвинутой
решётки 𝑀 + 𝑎𝑥 имеем 𝜙(𝑀 + 𝑎𝑥) = (ln 𝑎, 𝑥) (здесь предполагается, что 𝑎 > 0, 0 6 𝑥 < 1).
Отсюда следует, что

𝜙(L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥)) =
{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒(︁
1− 𝜇

2

)︁
𝑎 < 𝑒𝜃1 <

(︁
1 +

𝜇

2

)︁
𝑎, 𝑒𝜃1‖𝑥− 𝜃2‖ <

𝜇

2

}︁
=

=
{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
𝜃1 ∈ ln 𝑎+

(︁
ln
(︁
1− 𝜇

2

)︁
, ln
(︁
1 +

𝜇

2

)︁)︁
, 𝜃2 ∈ 𝑅1

(︁ 𝜇

𝑒𝜃1
, 𝑥
)︁}︁

, (31)

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 24. Для любой сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑎𝑥 её открытая 𝜇-окрестностью со-
держит открытый шар 𝐵ln(1+𝜇)(𝑀 + 𝑎𝑥) и при 𝜇 < 1

2 содержится в открытом шаре
𝐵ln(1+𝜇1)(𝑀 + 𝑎𝑥), где 𝜇1 = 3𝜇

2−𝜇 .

Доказательство. Действительно, согласно (27), открытый шар 𝐵ln(1+𝜇)(𝑀+𝑎𝑥) задается
неравенствами⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

3−𝑒ln(1+𝜇)

2 𝑎 < 𝑏 < 1+𝑒ln(1+𝜇)

2 𝑎
3−𝑒ln(1+𝜇)

2 𝑏 < 𝑎 < 1+𝑒ln(1+𝜇)

2 𝑏

𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒ln(1+𝜇)−1
2

𝑎‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒ln(1+𝜇)−1
2

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2−𝜇
2 𝑎 < 𝑏 < 2+𝜇

2 𝑎
2−𝜇
2 𝑏 < 𝑎 < 2+𝜇

2 𝑏
𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇

2
𝑎‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇

2

=⇒
{︂ (︀

1− 𝜇
2

)︀
𝑎 < 𝑏 <

(︀
1 + 𝜇

2

)︀
𝑎

𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇
2

.

Отсюда следует, что открытый шар 𝐵ln(1+𝜇)(𝑀 + 𝑎𝑥) содержится в открытой 𝜇-окрестности
L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥).

Аналогично, имеем:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3−𝑒ln(1+𝜇1)

2 𝑎 < 𝑏 < 1+𝑒ln(1+𝜇1)

2 𝑎
3−𝑒ln(1+𝜇1)

2 𝑏 < 𝑎 < 1+𝑒ln(1+𝜇1)

2 𝑏

𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒ln(1+𝜇1)−1
2

𝑎‖𝑥− 𝑦‖ < 𝑒ln(1+𝜇1)−1
2

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2−𝜇1

2 𝑎 < 𝑏 < 2+𝜇1

2 𝑎
2

2+𝜇1
𝑎 < 𝑏 < 2

2−𝜇1
𝑎

𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇1

2
𝑏‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜇1

2 𝑏𝑎
−1

.

Отсюда следует, что открытая 𝜇-окрестность L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) содержится в открытом шаре
𝐵ln(1+𝜇1)(𝑀 + 𝑎𝑥), если выполнены условия:

𝜇 6 𝜇1,
2

2 + 𝜇1
6

2− 𝜇

2
,

2

2− 𝜇1
> 1 +

𝜇

2
,

𝜇1
2
𝑏𝑎−1 >

𝜇

2
.
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Последние неравенства выполнены, если выполнены неравенства

𝜇 6 𝜇1,
2𝜇

2− 𝜇
6 𝜇1, 𝜇1 >

2𝜇

2 + 𝜇
,

𝜇1
2

(︁
1− 𝜇1

2

)︁
>
𝜇

2
.

Нетрудно видеть, что при 0 < 𝜇 6 1
2 и 𝜇1 = 3𝜇

2−𝜇 эти неравенства выполняются, что и доказы-
вает утверждение леммы. 2

Произвольным открытым множеством L называется множество, представимое в виде
объединения произвольного множества 𝑋 открытых 𝜇 окрестностей

L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥), 0 6 𝑦𝑥 < 1, 𝑎𝑥 > 0, 𝑀𝑥 = 𝑎𝑥Z. (32)

Естественно, что прежде всего надо установить, что пересечение двух окрестностей L𝜇(𝑀+
𝑎𝑥) снова является открытым множеством.

Лемма 25. Для любой сдвинутой решетки 𝑁+𝑐𝑧 из открытой окрестности L𝜇(𝑀+𝑎𝑥)
найдется открытая окрестность L𝜈(𝑁 + 𝑐𝑧) такая, что L𝜈(𝑁 + 𝑐𝑧) ⊂ L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥).

Доказательство. Действительно, пусть

𝜌 = inf
𝑁+𝑐𝑧∈L𝜇1 (𝑀+𝑎𝑥)

𝜇1

и 𝜈 = 𝜇−𝜌
1+𝜌 , тогда 𝜙1(𝑁 + 𝑐𝑧) = 𝐶1 · 𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥), ‖𝐶1 − 𝐼‖ = 𝜌.

Если 𝐾 + 𝑑𝑤 произвольная сдвинутая решётка из открытой окрестности L𝜈(𝑁 + 𝑐𝑧), то
𝜙1(𝐾+𝑑𝑤) = 𝐷1𝜙1(𝑁+𝑐𝑧), ‖𝐷1−𝐼‖ < 𝜈. Отсюда следует, что 𝜙1(𝐾+𝑑𝑤) = 𝐷1𝐶1 ·𝜙1(𝑀+𝑎𝑥),
‖𝐷1𝐶1 − 𝐼‖ = ‖(𝐷1 − 𝐼)(𝐶1 − 𝐼) +𝐶1 − 𝐼 +𝐷1 − 𝐼‖ 6 𝜈𝜌+ 𝜈 + 𝜌 = 𝜇. Тем самым доказано, что
сдвинутая решётка𝐾+𝑑𝑤 принадлежит открытой окрестности L𝜇(𝑀+𝑎𝑥) и лемма полностью
доказана. 2

Лемма 26. Пересечение двух открытых окрестностей L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) и L𝜈(𝑁 + 𝑐𝑧) снова
является открытым множеством.

Доказательство. Рассмотрим два возможных случая. Если пересечение пустое множе-
ство, то утверждение леммы выполнено, так как пустое множество есть объединение пустого
множества открытых окрестностей и, следовательно, открытое множество.

Рассмотрим второй случай, когда пересечение непустое множество. Обозначим его через
L. Пусть 𝐾 + 𝑑𝑤 произвольная сдвинутая решётка из L. В силу леммы 25 найдется открытая
окрестность L𝜆(𝐾 + 𝑑𝑤) с 𝜆 = 𝜆(𝐾 + 𝑑𝑤), такая, что L𝜆(𝐾 + 𝑑𝑤) ⊂ L. Отсюда следует, что

L =
⋃︁

𝐾+𝑑𝑤∈L
L𝜆(𝐾+𝑑𝑤)(𝐾 + 𝑑𝑤),

что и доказывает открытость множества L. 2
Из леммы 23 следует, что каноническое представление сдвинутых решёток задает гомео-

морфное отображение пространства сдвинутых одномерных решёток на бесконечный цилиндр
𝐶𝑦∞:

𝜙 : 𝐶𝑃𝑅1 ↔ 𝐶𝑦∞,

при котором сдвинутой решётке Λ + 𝜆𝑥 = 𝜆Z+ 𝜆𝑥 (𝜆 > 0, 0 6 𝑥 < 1) ставится в соответствие
точка (𝜃1, 𝜃2):

𝜙(Λ + 𝜆𝑥) = (ln𝜆, 𝑥) ∈ 𝐶𝑦∞, (𝜃1, 𝜃2) = (ln𝜆, 𝑥),
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а точке (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐶𝑦∞ ставится в соответствие сдвинутая решётка

Λ + 𝜆𝑥 = 𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) = 𝑒𝜃1Z+ 𝑒𝜃1𝜃2 ∈ 𝐶𝑃𝑅1, 𝑥 = 𝜃2, 𝜆 = 𝑒𝜃1 .

Нетрудно видеть, что таким образом на 𝐶𝑃𝑅1 задана структура топологического про-
странства 𝑇2 = (𝐶𝑃𝑅1, 𝜏2), где 𝜏2 — множество всех открытых множеств L. Топологическое
пространство 𝑇2 = (𝐶𝑃𝑅1, 𝜏2) имеет счетную базу B1, состоящую из всех 𝜇-окрестностей
рациональных сдвинутых решёток 𝑀 + 𝜆𝑥 с рациональными 𝜆, 𝑥, 𝜇, и является сепара-
бельным топологическим пространством, так как роль счетного всюду плотного его под-
множества выполняет множество 𝐶𝑃𝑄1 всех рациональных сдвинутых решёток, т.е. решёток
𝑀 + 𝜆𝑥 =𝑀(𝜆) + 𝜆𝑥 с 𝜆, 𝑥 ∈ Q, 𝜆 > 0, 0 6 𝑥 < 1.

Введем группы треугольных матриц M0
2(R), M0

2(Q), заданные равенствами:

M0
2(R) =

{︂(︂
𝑏𝑎−1 𝑏𝑥
0 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑏, 𝑎 > 0, 𝑥 ∈ R

}︂
, M0

2(Q) =
{︂(︂

𝑏𝑎−1 𝑏𝑥
0 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑏, 𝑎 > 0, 𝑏, 𝑎, 𝑥 ∈ Q

}︂
,

D0
2(Q) =

{︂(︂
𝑏𝑎−1 0
0 1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑏, 𝑎 > 0, 𝑏, 𝑎 ∈ Q

}︂
.

Нетрудно видеть, что (︂
𝑏𝑎−1 𝑏𝑥
0 1

)︂−1

=

(︂
𝑎𝑏−1 −𝑎𝑥
0 1

)︂
.

Следовательно, множества треугольных матриц M0
2(R), M0

2(Q) являются некоммутативными
группами. Очевидно, что множество диагональных матриц D0

2(Q), также, образуют коммута-
тивную группу.

Для произвольной матрицы 𝐴 ∈ M0
2(R) определим действие матрицы 𝐴 на произвольную

сдвинутую решётку Λ + 𝜆𝑥 с помощью равенства

𝐴(Λ + 𝜆𝑥) = 𝜙−1
1 (𝐴(𝜙1(Λ + 𝜆𝑥)).

Пусть

𝐴 =

(︂
𝑏𝑎−1 𝑏𝑦
0 1

)︂
, Λ + 𝜆𝑥 = 𝜆Z+ 𝜆𝑥,

тогда

𝜙1(Λ + 𝜆𝑥) =

(︂
𝜆 𝜆𝑥
0 1

)︂
Z2, 𝐴(𝜙1(Λ + 𝜆𝑥)) =

(︂
𝑏𝑎−1 𝑏𝑦
0 1

)︂(︂
𝜆 𝜆𝑥
0 1

)︂
Z2

Отсюда нетрудно видеть, что

𝐴(𝜙1(Λ + 𝜆𝑥)) =

(︂
𝜆𝑏𝑎−1 𝑏𝑦 + 𝑏𝜆𝑥

𝑎
0 1

)︂
Z2 =

(︂
𝜆𝑏𝑎−1 𝜆𝑏𝑎−1

{︀𝑎𝑦
𝜆 + 𝑥

}︀
0 1

)︂
Z2,

𝐴(Λ + 𝜆𝑥) = 𝜙−1
1 (𝐴(𝜙1(Λ + 𝜆𝑥))) = 𝜆𝑏𝑎−1Z+ 𝜆𝑏𝑎−1

{︁𝑎𝑦
𝜆

+ 𝑥
}︁
.

Лемма 27. Топология 𝜏2 инвариантна относительно любого линейного невырожден-
ного преобразования пространства R2, заданного матрицей 𝐴 ∈ M0

2(R). Счетная база B1

инвариантна только относительно рациональных преобразований, заданных матрицами
𝐷 ∈ D0

2(Q).
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Доказательство. Так как под действием линейного невырожденного преобразования
пространства R2, заданного матрицей 𝐴 ∈ M0

2(R), образ произвольной сдвинутой решётки
Λ + 𝜆𝑥 переходит в образ сдвинутой решётки 𝜆𝑏𝑎−1Z+ 𝜆𝑏𝑎−1

{︀𝑎𝑦
𝜆 + 𝑥

}︀
, то из равенства

𝐴 · L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥)

следует, для инвариантности топологии достаточно доказать, что 𝐴 ·L𝜇𝑥(𝑀𝑥+𝑎𝑥𝑦𝑥) — откры-
тое множество для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Действительно, пусть 𝑀(𝐴) = ‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖ — мера обусловленности матрицы 𝐴 (всегда
𝑀(𝐴) > 2 для матриц второго порядка) и

𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥) = {Λ + 𝜆𝑦 = 𝜆Z+ 𝜆𝑦 | 𝜙1(Λ + 𝜆𝑥) = 𝐴 ·𝐵 · 𝜙1(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥), ‖𝐵 − 𝐼‖ < 𝜇𝑥} .

Пусть

‖𝐵 − 𝐼‖ < 𝜇𝑥, 𝛿 =
𝜇𝑥 − ‖𝐵 − 𝐼‖

‖𝐵‖ · ‖𝐴−1‖ · ‖𝐴‖
=
𝜇𝑥 − ‖𝐵 − 𝐼‖
‖𝐵‖ ·𝑀(𝐴)

,

𝜙1(Λ + 𝜆𝑦) = 𝐴 ·𝐵 · 𝜙1(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥), 𝜙1(Λ1 + 𝜆1𝑦1) = 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 · 𝜙1(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥) ∈ L𝛿(Λ + 𝜆𝑦).

Таким образом, ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝛿 и 𝛿 < 1 так как 𝜇𝑥 < 1 < ‖𝐼 −𝐵‖+ ‖𝐵‖ 6 ‖𝐼 −𝐵‖+ ‖𝐵‖ ·𝑀(𝐴).
Тогда

𝜙1(Λ1 + 𝜆1𝑦1) = 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 · 𝜙1(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥) = 𝐴 ·𝐵1 · 𝜙1(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥), 𝐵1 = 𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴 ·𝐵

и справедливы неравенства

‖𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴− 𝐼‖ = ‖𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴−𝐴−1 ·𝐴‖ 6 ‖𝐴−1‖ · ‖𝐶 − 𝐼‖ · ‖𝐴‖ =𝑀(𝐴) · ‖𝐶 − 𝐼‖,
‖𝐵1 − 𝐼‖ = ‖𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 − 𝐼‖ 6 ‖𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴 ·𝐵 −𝐵‖+ ‖𝐵 − 𝐼‖ 6
6 ‖𝐵‖ · ‖𝐴−1 · 𝐶 ·𝐴− 𝐼‖+ ‖𝐵 − 𝐼‖ 6 ‖𝐵‖ · 𝛿 ·𝑀(𝐴) + ‖𝐵 − 𝐼‖ < 𝜇𝑥.

Отсюда следует

L𝛿(Λ + 𝜆𝑦) ⊂ 𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥), 𝐴 · L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝑥) =
⋃︁

Λ+𝜆𝑦∈𝐴·L𝜇𝑥 (𝑀𝑥+𝑎𝑥𝑦𝑥)

L𝛿(Λ + 𝜆𝑦)

и инвариантность топологии 𝜏2 относительно невырожденных линейных преобразований про-
странства R2, заданных матрицами 𝐴 ∈ M0

2(R), доказана.
Перейдём к доказательству инвариантности счётной базы B1 относительно рациональных

преобразований, заданных матрицами 𝐷 ∈ D0
2(Q). Действительно, если

𝐷 =

(︂
𝑏𝑑−1 0
0 1

)︂
, 𝑑, 𝑏 ∈ Q, L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) ∈ B1, 𝑎 > 0, 𝑎, 𝜇, 𝑥 ∈ Q,

то

𝐷(Λ + 𝑦𝜆) = 𝜆𝑏𝑑−1Z+ 𝜆𝑏𝑑−1𝑦, 𝐷(𝑀 + 𝑎𝑥) = 𝑎𝑏𝑑−1Z+ 𝑎𝑏𝑑−1𝑥,

𝐷L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥) = {𝐷(Λ + 𝑦𝜆)|𝜙1(Λ + 𝑦𝜆) = 𝐶 · 𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥), ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇} =

= {𝜙−1
1 (𝐷𝜙1(𝜙

−1
1 (𝐶𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥))))|‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇} = {𝜙−1

1 (𝐷𝐶𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥))|‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇} =

= {𝜙−1
1 (𝐶1𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥))|‖𝐶1 − 𝐼‖ < 𝜇1} = L𝜇1(𝑀 + 𝑎𝑥),

где 𝜇1 = max
(︁⃒⃒⃒
𝑏𝑑−1 − 1 + 𝜇1𝑏𝑑−1

2

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒
𝑏𝑑−1 − 1− 𝜇1𝑏𝑑−1

2

⃒⃒⃒
, 𝜇1𝑏𝑑−1

2

)︁
, что и доказывает последнее

утверждение леммы. 2
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Пусть 𝑀 + 𝑎𝑥 = 𝑎Z + 𝑎𝑥 и 𝑁 + 𝑐𝑧 = 𝑐Z + 𝑐𝑧 — две произвольные сдвинутые решётки.
Определим отрезок сдвинутых решёток [𝑀 + 𝑎𝑥;𝑁 + 𝑐𝑧] с помощью равенства

[𝑀 + 𝑎𝑥;𝑁 + 𝑐𝑧] =

{︂
Λ + 𝑏𝑦 = 𝑏Z+ 𝑏𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑏 = 𝑐 · 𝑡+ (1− 𝑡) · 𝑎, 𝑦 =

𝑎𝑥 · (1− 𝑡) + 𝑐𝑧𝑡

𝑎 · (1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑐

}︂
.

Ясно, что

𝜙1(Λ + 𝜆𝑦) =

(︂
𝑎 · (1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑐 𝑎𝑥 · (1− 𝑡) + 𝑐𝑧𝑡

0 1

)︂
· Z2 =

=

(︂
(1− 𝑡) ·

(︂
𝑎 𝑎𝑥
0 1

)︂
+ 𝑡 ·

(︂
𝑐 𝑐𝑧
0 1

)︂)︂
· Z2 = (1− 𝑡) · 𝜙1(𝑀 + 𝑎𝑥) + 𝑡 · 𝜙1(𝑁 + 𝑐𝑧). (33)

Длина отрезка 𝑙([𝑀 + 𝑎𝑥;𝑁 + 𝑐𝑧]) = 𝜌1(𝑀 + 𝑎𝑥,𝑁 + 𝑐𝑧). Положим 𝑐 = 𝑢𝑎 и без ограничения
общности будем считать, что 𝑢 > 1. Тогда

𝜌1(𝑀 + 𝑎𝑥,𝑁 + 𝑐𝑧) = ln (1 + 2max (𝑢− 1, 𝑢𝑎 ‖𝑥− 𝑧‖)) . (34)

Далее имеем: 𝑏 = 𝑎 · (1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑐 = (1− 𝑡+ 𝑡𝑢)𝑎, 𝑦 = 𝑥·(1−𝑡)+𝑢𝑧𝑡
(1−𝑡)+𝑡·𝑢 ,

𝜌1(𝑀 + 𝑎𝑥,Λ + 𝑏𝑦) = ln

(︂
1 + 2max

(︂
𝑡(𝑢− 1), (1− 𝑡+ 𝑡𝑢)𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑥 · (1− 𝑡) + 𝑢𝑧𝑡

(1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑢

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
=

= ln

(︂
1 + 2max

(︂
𝑡(𝑢− 1), (1− 𝑡+ 𝑡𝑢)𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑡𝑢(𝑥− 𝑧)

(1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑢

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
. (35)

Аналогично, имеем: 𝑏 =
(︀
1−𝑡
𝑢 + 𝑡

)︀
𝑐,

𝜌1(Λ + 𝑏𝑦,𝑁 + 𝑐𝑧) = ln

(︃
1 + 2max

(︃
1− 1−𝑡

𝑢 − 𝑡
1−𝑡
𝑢 + 𝑡

, 𝑢𝑎

⃦⃦⃦⃦
𝑧 − 𝑥 · (1− 𝑡) + 𝑢𝑧𝑡

(1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑢

⃦⃦⃦⃦)︃)︃
=

= ln

(︂
1 + 2max

(︂
𝑢− 1 + 𝑡− 𝑢𝑡

1− 𝑡+ 𝑢𝑡
, 𝑢𝑎

⃦⃦⃦⃦
(1− 𝑡)(𝑥− 𝑧)

(1− 𝑡) + 𝑡 · 𝑢

⃦⃦⃦⃦)︂)︂
. (36)

Из формул (34)–(36) видно, что длина отрезка определенная через метрику 𝜌1(·, ·) не об-
ладает свойством аддитивности, а отрезок в этой метрике не является геодезической кривой.

Топологическое пространство 𝐶𝑃𝑅1 является хаусдорфовым, так как для любых двух
сдвинутых решеток Λ(𝜆1)+𝑥𝜆1, Λ(𝜆2)+ 𝑦𝜆2 при 𝜆1 < 𝜆2 и 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
открытые 𝜇-окрестности

L𝜇(Λ(𝜆1) + 𝑥𝜆1) и L𝜇(Λ(𝜆2) + 𝑦𝜆2) не пересекаются.
Действительно, пусть Λ(𝜆) + 𝑧𝜆 ∈ L𝜇(Λ(𝜆1)

⋂︀
L𝜇(Λ(𝜆2) + 𝑦𝜆2), тогда

𝜙1(Λ(𝜆) + 𝑧𝜆) = 𝐶 · 𝜙1(Λ(𝜆1) + 𝑥𝜆1), 𝜙1(Λ(𝜆) + 𝑧𝜆) = 𝐷 · 𝜙1(Λ(𝜆2) + 𝑦𝜆2),

𝐶 = 𝐶(𝜀1) =

(︂
𝜆𝜆−1

1 𝜆(𝑧 − 𝑥+ 𝜀1)
0 1

)︂
, 𝐷 = 𝐷(𝜀2) =

(︂
𝜆𝜆−1

2 𝜆(𝑧 − 𝑦 + 𝜀1)
0 1

)︂
,

𝜀1, 𝜀2 ∈ Z, ‖𝐶 − 𝐼‖ < 𝜇, ‖𝐷 − 𝐼‖ < 𝜇.

Отсюда следует, что

𝜙1(Λ(𝜆2) + 𝑦𝜆2) = 𝐷−1𝐶 · 𝜙1(Λ(𝜆1) + 𝑥𝜆1), 𝐷−1𝐶 =

(︂
𝜆2𝜆

−1
1 𝜆2(𝑦 − 𝑥+ 𝜀1 − 𝜀)

0 1

)︂
.

Далее имеем:
(1− 𝜇)𝜆1 < 𝜆 < (1 + 𝜇)𝜆1, (1− 𝜇)𝜆2 < 𝜆 < (1 + 𝜇)𝜆2,



Гладкое многообразие одномерных сдвинутых решёток 221

поэтому

𝜆2𝜆
−1
1 <

𝜆(1− 𝜇)−1

𝜆(1 + 𝜇)−1
=

1 + 𝜇

1− 𝜇
=

1 + 𝜆2−𝜆1
𝜆1+𝜆2

1− 𝜆2−𝜆1
𝜆1+𝜆2

=
𝜆2
𝜆1
,

что доказывает отсутствие непустого пересечения.
Всё пространство сдвинутых одномерных решёток 𝐶𝑃𝑅1 гомеоморфно 𝐶𝑦∞ = R2/Z. Дей-

ствительно, таким гомеоморфизмом является

𝜙 : 𝐶𝑃𝑅1 ↔ 𝐶𝑦∞ = R2/Z,

при котором сдвинутой решётке Λ + 𝜆𝑥 = 𝜆Z+ 𝜆𝑥, 0 6 𝑥 < 1 ставится в соответствие точка

𝜙(Λ + 𝜆𝑥) = (ln(𝜆), 𝑥) ∈ 𝐶𝑦∞,

а паре чисел (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐶𝑦∞ ставится в соответствие сдвинутая решётка

Λ + 𝑥𝜆 = 𝜙−1((𝜃1, 𝜃2)) = 𝑒𝜃1Z+ 𝑒𝜃1𝜃2 ∈ 𝐶𝑃𝑅1.

Отсюда следует, что пространство сдвинутых одномерных решёток 𝐶𝑃𝑅1 локально евклидово
пространство размерности 2.

Согласно Уорнеру (см. [20], стр. 13) пара (𝑈,𝜙), где 𝑈 = L𝜇(𝑀 + 𝑥𝜆) — открытая 𝜇-
окрестность сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑥𝜆 = 𝑀(𝜆) + 𝑥𝜆, а 𝜙 — гомеоморфное отображение 𝑈
на открытое множество 𝜙(L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥)) (31) из 𝐶𝑦∞, называется системой координат, 𝜙 —
координатным отображением. На самом деле, гомеоморфное отображение 𝜙 отображает всё
пространство сдвинутых одномерных решёток 𝐶𝑃𝑅1 на весь бесконечный цилиндр 𝐶𝑦∞. Так
как 𝜙(Z) = (0, 0), то фундаментальная одномерная решётка Z с нулевым сдвигом является
началом данной системы координат.

Чтобы произвольная сдвинутая решётка 𝑀 +𝑥𝜆 =𝑀(𝜆)+𝑥𝜆 была бы началом координат
надо использовать гомеоморфное отображение 𝜙𝑀+𝑎𝑥(Λ + 𝑦𝜆) = (ln𝜆− ln 𝑎, {𝑦 − 𝑥}).

Согласно Арнольду (см. [1], стр. 205) открытое множество 𝜙(L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥)) (31) из 𝐶𝑦∞ яв-
ляется картой открытой 𝜇-окрестности 𝑈 = L𝜇(𝑀+𝑥𝜆) и 𝜙(Λ+𝑦𝜆1) изображением сдвинутой
решётки Λ + 𝑦𝜆1 ∈ L𝜇(𝑀 + 𝑥𝜆) на карте 𝜙(L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥)).

Лемма 28. Открытая 𝜇-окрестность сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑎𝑥 при гомеоморфное
отображение 𝜙𝑀+𝑎𝑥(Λ + 𝑦𝜆) = (ln𝜆− ln 𝑎, {𝑦 − 𝑥}) отображается в открытое множество
в бесконечном цилиндре 𝐶𝑦∞ = R× 𝐽1.

Доказательство. Согласно определению 3 для представления сдвинутой решётки𝑀+𝑎𝑥
имеем 𝜙𝑀+𝑎𝑥(𝑀 + 𝑎𝑥) = (0, 0) (здесь предполагается, что 𝑎 > 0, 0 6 𝑥 < 1). Отсюда следует,
что

𝜙𝑀+𝑎𝑥(L𝜇(𝑀 + 𝑎𝑥)) =
{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
ln
(︁
1− 𝜇

2

)︁
< 𝜃1 < ln

(︁
1 +

𝜇

2

)︁
, 𝑒𝜃1‖𝜃2‖ <

𝜇

2

}︁
=

=
{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
𝜃1 ∈

(︁
ln
(︁
1− 𝜇

2

)︁
, ln
(︁
1 +

𝜇

2

)︁)︁
, 𝜃2 ∈ 𝑅1

(︁ 𝜇

𝑒𝜃1
, 0
)︁}︁

, (37)

что и доказывает утверждение леммы. 2
Будем через 𝜙𝜈 обозначать ограничение на окрестность 𝑈𝜈 = L𝜇𝜈 (𝑀𝜈 + 𝑥𝜈𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2)

гомеоморфного отображения 𝜙 пространства сдвинутых одномерных решёток 𝐶𝑃𝑅1 на весь
бесконечный цилиндр 𝐶𝑦∞: 𝜙𝜈 = 𝜙|L𝜇𝜈 (𝑀𝜈 + 𝑥𝜈𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2).

Лемма 29. Для любых двух открытых пересекающихся 𝜇-окрестностей 𝑈𝜈 = L𝜇𝜈 (𝑀𝜈+
+𝑥𝜈𝜆𝜈) сдвинутых решёток 𝑀𝜈+𝑥𝜈𝜆𝜈 =𝑀𝜈(𝜆𝜈)+𝑥𝜈𝜆𝜈 (𝜈 = 1, 2) гомеоморфные отображения
𝜙𝜈 окрестностей 𝑈𝜈 на образы 𝜙𝜈(𝑈𝜈) связаны соотношениями

𝜙1 ∘ 𝜙−1
2 (𝜃1, 𝜃2) = 𝜙2 ∘ 𝜙−1

1 (𝜃1, 𝜃2) = (𝜃1, 𝜃2)

для любой точки (𝜃1, 𝜃2) из пересечения образов 𝜙1(𝑈1)
⋂︀
𝜙2(𝑈2).
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Доказательство. Действительно, пусть

𝑈 = 𝑈1

⋂︁
𝑈2 = L𝜇1(𝑀1 + 𝑥1𝜆1)

⋂︁
L𝜇2(𝑀2 + 𝑥2𝜆2)

и
𝑈* = 𝜙1(L𝜇1(𝑀1 + 𝑥1𝜆1))

⋂︁
𝜙2(L𝜇2(𝑀2 + 𝑥2𝜆2)),

тогда 𝜙(𝑈) = 𝑈*, так как 𝜙𝜈(𝑈𝜈) = 𝜙(𝑈𝜈) (𝜈 = 1, 2).
Так как для (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝑈* имеем:

𝜙1 ∘ 𝜙−1
2 (𝜃1, 𝜃2) = 𝜙 ∘ 𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) = (𝜃1, 𝜃2), 𝜙2 ∘ 𝜙−1

1 (𝜃1, 𝜃2) = 𝜙 ∘ 𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) = (𝜃1, 𝜃2),

то это и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 30. Гомеоморфное отображение

𝜙 : 𝐶𝑃𝑅1 ↔ 𝐶𝑦∞

при котором сдвинутой решётке Λ + 𝑥𝜆 = 𝜆Z+ 𝑥𝜆 ставится в соответствие точка

𝜙(Λ + 𝑥𝜆) = (ln(𝜆), 𝑥) ∈ 𝐶𝑦∞,

а точке (𝜃1, 𝜃2) ∈ 𝐶𝑦∞ ставится в соответствие сдвинутая решётка

Λ + 𝑥𝜆 = 𝜙−1(𝜃1, 𝜃2) = 𝑒𝜃1Z+ 𝑒𝜃1𝜃2 ∈ 𝐶𝑃𝑅1,

переводит произвольное открытое множество L =
⋃︀

𝑥∈𝑋 L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑦𝑥𝜆𝑥) в открытое мно-
жество

𝜙(L) =
⋃︁
𝑥∈𝑋

{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
𝜃1 ∈ ln𝜆𝑥 +

(︁
ln
(︁
1− 𝜇

2

)︁
, ln
(︁
1 +

𝜇

2

)︁)︁
, 𝜃2 ∈ 𝑅1

(︁ 𝜇

𝑒𝜃1
, 𝑦𝑥

)︁}︁
. (38)

Доказательство. Действительно, согласно (31) имеем:

𝜙(L𝜇𝑥(𝑀𝑥 + 𝑦𝑥𝜆𝑥)) =
{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
𝜃1 ∈ ln𝜆𝑥 +

(︁
ln
(︁
1− 𝜇

2

)︁
, ln
(︁
1 +

𝜇

2

)︁)︁
, 𝜃2 ∈ 𝑅1

(︁ 𝜇

𝑒𝜃1
, 𝑦𝑥

)︁}︁
,

что и доказывает утверждение леммы. 2
Пользуясь указанным соответствием, можно определить понятие производной функции

𝑓(Λ + 𝑥𝜆) на гладком многообразии 𝒞ℳ = 𝐶𝑃𝑅1 следующим образом.
Пусть 𝑀 + 𝑥𝜆 = 𝑀(𝜆) + 𝑥𝜆 ∈ 𝐶𝑃𝑅1, 𝑈 = L𝜇(𝑀 + 𝑥𝜆) — открытая 𝜇-окрестность, коор-

динатная функция 𝜙𝑀+𝑥𝜆 для произвольной сдвинутой решетки Λ + 𝑦𝜆1 = 𝜆1Z + 𝑦𝜆1 ∈ 𝑈
задается равенством 𝜙𝑀+𝑥𝜆(Λ+𝑦𝜆1) = (ln𝜆1 − ln𝜆, {𝑦 − 𝑥}). Так как 𝜙𝑀+𝑥𝜆(𝑀 +𝑥𝜆) = (0, 0),
то сдвинутая решётка 𝑀 +𝑥𝜆 является началом данной системы координат. Для любой точки
(𝜃1, 𝜃2) ∈

{︁
(𝜃1, 𝜃2)

⃒⃒⃒
𝜃1 ∈

(︀
ln
(︀
1− 𝜇

2

)︀
, ln
(︀
1 + 𝜇

2

)︀)︀
, 𝜃2 ∈ 𝑅1

(︁
𝜇
𝑒𝜃1
, 0
)︁}︁

имеем:

𝜙−1
𝑀+𝑥𝜆(𝜃1, 𝜃2) = 𝑒𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2}.

Касательное пространство многообразия 𝒞ℳ в точке𝑀+𝑥𝜆 будем обозначать через 𝒞ℳ𝑀+𝑥𝜆,
оно имеет размерность два.

Касательный вектор 𝜕
𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

∈ 𝒞ℳ𝑀+𝑥𝜆 (𝑖 = 1, 2) зададим равенством(︂
𝜕

𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

)︂
(𝑓) =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑀+𝑥𝜆)

(39)

для каждой функции 𝑓 класса 𝐶∞ в окрестности сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑥𝜆 ∈ 𝒞ℳ. Также
будет использоваться обозначение

𝜕𝑓

𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

(︂
𝜕

𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

)︂
(𝑓). (40)
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5. Функции на пространстве сдвинутых решёток

В теоретико-числовом методе в приближенном анализе следующие функции на простран-
стве сдвинутых решёток представляют особый интерес, это — детерминант решётки, гипер-
болический параметр решётки и сдвинутой решётки, норменный минимум, дзета-функция
решётки и гиперболическая дзета-функция сдвинутой решётки. Рассмотрим эти понятия по-
следовательно в случае пространства 𝐶𝑃𝑅1 одномерных сдвинутых решёток.

Детерминант решётки Λ = Λ(𝜆) задается равенством detΛ=𝜆 и остается неизменным для
всех сдвинутых решёток Λ(𝜆) + 𝑥𝜆. Ясно, что detΛ* = (detΛ)−1, detZ = 1. Для вычисления
𝜕 detΛ
𝜕𝜃𝑖

⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

заметим следующее: для сдвинутой решётки 𝑀 + 𝑥𝜆 =𝑀(𝜆) + 𝑥𝜆 координатная

функция 𝜙𝑀+𝑥𝜆(Λ+𝑦𝜆1) задается равенством 𝜙𝑀+𝑥𝜆(Λ+𝑦𝜆1)=(ln(𝜆1)−ln(𝜆), {𝑦−𝑥})=(𝜃1, 𝜃2),
где Λ = Λ(𝜆1). Далее имеем 𝜙−1

𝑀+𝑥𝜆(𝜃1, 𝜃2)=𝑒
𝜃1 ·𝑀+𝑒𝜃1𝜆{𝑥+𝜃2} и detΛ∘𝜙−1=det(𝑒𝜃1 ·𝑀)=𝑒𝜃1𝜆.

Отсюда следует, что

𝜕 detΛ

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
𝜕𝑒𝜃1𝜆

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
0

= lim
ℎ→0

𝑒ℎ𝜆− 𝜆

ℎ
= 𝜆 = det𝑀,

𝜕 detΛ

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

= 0.

В одномерном случае для решёток с детерминантом более 1 все три величины — детерми-
нант решётки, гиперболический параметр решётки, норменный минимум — совпадают. Начи-
ная с размерности 𝑠 = 2 справедливы неравенства 𝑁(Λ) 6 𝑞(Λ) 6 detΛ, где

𝑁(Λ) = inf
𝑥⃗∈Λ, 𝑥̸⃗=0⃗

|𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠| − норменный минимум,

𝑞(Λ) = inf
𝑥⃗∈Λ, 𝑥̸⃗=0⃗

𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠 − гиперболический параметр решетки.

Гиперболический параметр одномерной решётки Λ = Λ(𝜆), 0 < 𝜆 6 1 тождественно равен
1, поэтому гиперболический параметр одномерной решётки непрерывная, кусочно дифферен-
цируемая функция. Разрыв производной в точке 𝜆 = 1.

Для сдвинутой одномерной решётки Λ(𝜆) + 𝑥𝜆 0 < 𝑥 < 1 функции норменного минимума
и гиперболического параметра существенно различаются:

𝑁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆)= inf
𝑦∈Λ(𝜆)+𝑥𝜆, 𝑦 ̸=0

|𝑦|=𝜆‖𝑥‖=(detΛ)‖𝑥‖ − норменный минимум сдвинутой решётки,

𝑞(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆) = inf
𝑦∈Λ(𝜆)+𝑥𝜆, 𝑦 ̸=0

𝑦 = 𝜆‖𝑥‖ − гиперболический параметр сдвинутой решетки.

Отсюда следует, что

𝜕𝑁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆)

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

= (det𝑀)‖𝑥‖,

𝜕𝑁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆)

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

= lim
ℎ→0

(det𝑀)
‖𝑥+ ℎ‖ − ‖𝑥‖

ℎ
=

{︂
det𝑀, при 0 < {𝑥} < 1

2 ,
−det𝑀, при 1

2 < {𝑥} < 1.

При {𝑥} = 0 и {𝑥} = 1
2 производная ‖𝑥‖′ не определена.

Дзета-функция сдвинутой решётки в одномерном случае всегда определена и мы для сдви-
нутой решётки Λ(𝜆) + 𝑥𝜆 при 𝜆 > 0 и 0 6 𝑥 6 1 имеем:

𝜁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) =
∑︁′

𝑦∈Λ(𝜆)+𝑥𝜆

|𝑦|−𝛼 =
𝜁(𝛼;𝑥) + 𝜁(𝛼; 1− 𝑥)

𝜆𝛼
,

где 𝜁(𝛼;𝑥) — периодизированная дзета-функция Гурвица (см. [7], стр. 78). Напомним, что
𝜁(𝛼;𝑥) =

∑︀
𝑛+𝑥>0(𝑛 + 𝑥)−𝛼 и при этом lim𝑥→𝑚+0 𝜁(𝛼;𝑥) = +∞, lim𝑥→𝑚−0 𝜁(𝛼;𝑥) = 𝜁(𝛼) для
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любой целой точки 𝑚. Таким образом, периодическая функция 𝜁(𝛼;𝑥) непрерывна во всех
нецелых точках 𝑥 и разрывна в целых.

Отсюда следует, что для Λ(𝜆1) + 𝑦𝜆1 = 𝜙−1
𝑀+𝑥𝜆(𝜃1, 𝜃2)=𝑒

𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2} имеем:

𝜁(Λ(𝜆1) + 𝑦𝜆1|𝛼) =
𝜁(𝛼; {𝑥+ 𝜃2}) + 𝜁(𝛼; 1− {𝑥+ 𝜃2})

(𝑒𝜃1𝜆)𝛼
,

𝜕𝜁(Λ(𝜆1) + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
𝜕 𝜁(𝛼;{𝑥})+𝜁(𝛼;1−{𝑥})

(𝑒𝜃1𝜆)𝛼

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
0

=

= lim
ℎ→0

𝜁(𝛼;{𝑥})+𝜁(𝛼;1−{𝑥})
(𝑒ℎ𝜆)𝛼

− 𝜁(𝛼;{𝑥})+𝜁(𝛼;1−{𝑥})
(𝜆)𝛼

ℎ
= −𝛼𝜁(𝑀 + 𝑥𝜆|𝛼).

Для вычисления частной производной по 𝜃2 рассмотрим производную периодической
функции 𝑔(𝑥) = 𝜁(𝛼; {𝑥}) + 𝜁(𝛼; 1− {𝑥}).

Будем для простоты считать, что 0 < 𝑥 < 1. Имеем:

𝑔′(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(︂
1

(𝑛+ 𝑥)𝛼
+

1

(𝑛+ 1− 𝑥)𝛼

)︂′
= −𝛼

∞∑︁
𝑛=0

(︂
1

(𝑛+ 𝑥)𝛼+1
− 1

(𝑛+ 1− 𝑥)𝛼+1

)︂
=

= 𝛼(𝜁(𝛼+ 1; 1− 𝑥)− 𝜁(𝛼+ 1;𝑥)).

Заметим, что периодическая функция 𝑔(𝑥) = 𝜁(𝛼; {𝑥}) + 𝜁(𝛼; 1 − {𝑥}) разрывна во всех
целых точках 𝑥.

Из предыдущего следует, что

𝜕𝜁(Λ(𝜆1) + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
𝜕 𝜁(𝛼;{𝑥+𝜃2})+𝜁(𝛼;1−{𝑥+𝜃2})

𝜆𝛼

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
⃒
0

=

= lim
ℎ→0

𝜁(𝛼;{𝑥+ℎ})+𝜁(𝛼;1−{𝑥+ℎ})
𝜆𝛼 − 𝜁(𝛼;{𝑥})+𝜁(𝛼;1−{𝑥})

𝜆𝛼

ℎ
=
𝛼(𝜁(𝛼+ 1; 1− 𝑥)− 𝜁(𝛼+ 1;𝑥))

𝜆𝛼
.

Относительно дзета-функции решётки и гиперболической дзета-функции решётки необ-
ходимо сказать следующее в случае размерности 𝑠 > 2. Дзета-функция решётки определена
для произвольной декартовой решётки, но неопределена для произвольной алгебраической
решётки. Поэтому её как функцию на всём пространстве многомерных решёток рассматри-
вать нельзя, так как множество алгебраических решёток всюду плотно в пространстве всех
решёток (см. [18]).

Гиперболической дзета-функции сдвинутых решёток посвящены следующие два раздел.

5.1. Гиперолическая дзета-функция сдвинутых решёток

Гиперболическая дзета-функция произвольной решётки Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 имеет важное значение
в теоретико-числовом методе в приближенном анализе, так как она равна норме линейного
функционала приближенного интегрирования с помощью квадратурной формулы с обобщён-
ной параллелепипедальной сетки на классе 𝐸𝛼

𝑠 , если решётка Λ — целочисленная, или дает
оценку сверху в противном случае. Гиперболическая дзета-функция произвольной сдвинутой
решётки Λ + 𝑥⃗ ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 является естественным обобщением гиперболической дзета-функции
аналогичное обобщению дзета-функции Римана через дзета-функцию Гурвица.

В одномерном случае гиперболическая дзета-функция сдвинутой решётки Λ+𝑥𝜆=Λ(𝜆)+𝑥𝜆
имеет наиболее простой вид

𝜁𝐻(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) =
∑︁

𝑦∈Λ(𝜆)+𝑥, 𝑦 ̸=0

1

𝑦𝛼
=

∑︁
𝑛∈Z,𝑛 ̸=−𝑥

1

𝜆(𝑛+ 𝑥)
𝛼 .
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Заметим, что
𝜁𝐻(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) = 𝜁𝐻(Λ(𝜆) + ‖𝑥‖𝜆|𝛼). (41)

Нетрудно видеть, что 𝜁𝐻(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) = 𝜁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) + 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥), где

𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) =
∑︁′

− 1
𝜆
<𝑛+𝑥< 1

𝜆

(1− |𝜆𝑛+ 𝑥𝜆|−𝛼).

Так как при 0 < 𝜆 < 1 имеем lim𝑥→𝑚+0 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) = +∞, lim𝑥→𝑚−0 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) = +∞ для
любой целой точки 𝑚, то периодическая функция 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) непрерывна во всех нецелых
точках 𝑥 и разрывна в целых. Аналогично, при 𝜆 > 1 имеем lim𝑥→𝑚+0 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) = +∞,
lim𝑥→𝑚−0 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) = +∞ и периодическая функция 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) непрерывна во всех нецелых
точках 𝑥 и разрывна в целых и в в этом случае.

Для исследования свойств гиперболической дзета-функции сдвинутой решётки нам потре-
буется другое представление для неё. Прежде всего введём следующие обозначения 𝐾(𝜆, 𝑥) =⌈︀
1
𝜆 − 𝑥

⌉︀
, где для 𝑦 > 0 ⌈𝑦⌉ = 𝑘 при 𝑘 − 1 < 𝑦 6 𝑘, 𝑘 ∈ N. Положим при 𝑘 ∈ N, 𝛼 > 1

𝜁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝑘, 𝛼) =
∞∑︁
𝑛=𝑘

1

(𝑛+ 𝑥)𝛼
.

Нетрудно видеть, что 𝐾(𝜆, 1 − ‖𝑥‖) 6 𝐾(𝜆, ‖𝑥‖) и 0 6 𝐾(𝜆, ‖𝑥‖) −𝐾(𝜆, 1 − ‖𝑥‖) 6 1, так как
0 6 1− 2‖𝑥‖ 6 1.

При 𝑘 = 0 и 0 < 𝑥 < 1 имеем 𝜁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) = 𝜁(Λ(𝜆)+𝑥𝜆|0,𝛼)+𝜁(Λ(𝜆)+(1−𝑥)𝜆|0,𝛼)
𝜆𝛼 .

Используя сделанные обозначения, можно записать следующее простое выражение для
гиперболической дзета-функции сдвинутой решётки Λ(𝜆) + 𝑥𝜆

𝜁𝐻(Λ + 𝑥𝜆|𝛼)=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜁(𝛼;‖𝑥‖)+𝜁(𝛼;1−‖𝑥‖)

𝜆𝛼 при 𝜆‖𝑥‖ > 1,

𝐾(𝜆, ‖𝑥‖)−1+ 𝜁(Λ(𝜆)+‖𝑥‖𝜆|𝐾(𝜆,‖𝑥‖),𝛼)+𝜁(𝛼;1−‖𝑥‖)
𝜆𝛼 , при 𝜆‖𝑥‖<16𝜆(1−‖𝑥‖),

𝐾(𝜆, ‖𝑥‖)+𝐾(𝜆, 1−‖𝑥‖)− 2+

+ 𝜁(Λ(𝜆)+1−‖𝑥‖𝜆|𝐾(𝜆,1−‖𝑥‖),𝛼)+𝜁(Λ(𝜆)+‖𝑥‖𝜆|𝐾(𝜆,‖𝑥‖),𝛼)
𝜆𝛼 , при 𝜆(1−‖𝑥‖)<1, 0<𝜆.

(42)

Непрерывность гиперболической дзета-функции сдвинутой решётки Λ + 𝑥𝜆 = Λ(𝜆) + 𝑥𝜆
очевидна для всех 𝜆 ̸= 1

𝑘+𝑥 ,
1

𝑘+1−𝑥 , где 𝑘 — любое натуральное число. Непрерывность слева
в точке 𝜆 = 1

𝑘+‖𝑥‖ также очевидна, так как при 1
𝑘+‖𝑥‖ < 𝜆 < 1

𝑘−1+‖𝑥‖ имеем 𝐾(𝜆, ‖𝑥‖) = 𝑘,
а при 1

𝑘+1−‖𝑥‖ < 𝜆 < 1
𝑘−‖𝑥‖ имеем 𝐾(𝜆, 1 − ‖𝑥‖) = 𝑘, поэтому указанные точки разбивают

положительную полуось 𝜆 > 0 а интервалы знакопостоянства величин 𝐾(𝜆, ‖𝑥‖) и 𝐾(𝜆, 1 −
‖𝑥‖), при этом на каждом из интервалов эти величины непрерывны справа в своих левых
границах.

Рассмотрим lim
𝜆→

(︁
1

𝑘−1+‖𝑥‖

)︁−
𝜁𝐻(Λ + ‖𝑥‖𝜆|𝛼). Имеем:

lim
𝜆→

(︁
1

𝑘−1+‖𝑥‖

)︁−
𝜁𝐻(Λ + ‖𝑥‖𝜆|𝛼)=𝑘 − 1 +

𝜁
(︁
Λ
(︁

1
𝑘−1+‖𝑥‖

)︁
+‖𝑥‖

(︁
1

𝑘−1+‖𝑥‖

)︁⃒⃒⃒
𝑘, 𝛼

)︁
+ 𝜁(𝛼; 1− ‖𝑥‖)(︁

1
𝑘−1+‖𝑥‖

)︁𝛼 =

= (𝑘 − 1)− 1 +
𝜁
(︁
Λ
(︁

1
𝑘−1+‖𝑥‖

)︁
+‖𝑥‖

(︁
1

𝑘−1+‖𝑥‖

)︁⃒⃒⃒
𝑘 − 1, 𝛼

)︁
+ 𝜁(𝛼; 1− ‖𝑥‖)(︁

1
𝑘−1+‖𝑥‖

)︁𝛼 =

= 𝜁𝐻

(︂
Λ

(︂
1

𝑘 − 1 + ‖𝑥‖

)︂
+‖𝑥‖

(︂
1

𝑘 − 1 + ‖𝑥‖

)︂⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂
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и непрерывность слева также установлена.
Предыдущие рассуждения доказывают непрерывность гиперболической дзета-функции по

одному параметру 𝜆. Для доказательства непрерывности по двум параметрам 𝜆 и 𝑥 воспользу-
емся следующими соображениями. Во-первых, без ограничения общности согласно (41) можно
считать, что 𝜆 > 0 и 0 6 𝑥 6 1

2 . Во-вторых, разобьём множество всех точек (𝜆, 𝑥) на подмноже-
ства: множество 𝐴𝑘 состоит из всех точек (𝜆, 𝑥), для которых 𝐾(𝜆, 𝑥) = 𝑘 (𝑘 ∈ N); множество
𝐵𝑘 состоит из всех точек (𝜆, 𝑥), для которых 𝐾(𝜆, 1− 𝑥) = 𝑘 (𝑘 ∈ N).

Если точка (𝜆, 𝑥) — внутренняя точка и множества 𝐴𝑘 и множества𝐵𝑚, то гиперболическая
дзета-функции сдвинутой решётки 𝜁𝐻(Λ(𝜆)+𝑥𝜆|𝛼) = 𝜁(Λ(𝜆)+𝑥𝜆|𝛼)+𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥) непрерывна в
этой точке, так как в некоторой окрестности этой точки величины 𝐾(𝜆, 𝑥) = 𝑘 и 𝐾(𝜆, 1−𝑥) =
𝑚 постоянные, а соответствующие ряды Дирихле равномерно сходятся и задают непрерывные
функции.

Если точка (𝜆, 𝑥) — граничная точка или множества 𝐴𝑘, или множества 𝐵𝑚, то гипербо-
лическая дзета-функции сдвинутой решётки 𝜁𝐻(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) = 𝜁(Λ(𝜆) + 𝑥𝜆|𝛼) + 𝑓1(𝛼, 𝜆, 𝑥)
непрерывна в этой точке, так как в некоторой окрестности этой точки величины 𝐾(𝜆, 𝑥) = 𝑘
и 𝐾(𝜆, 1 − 𝑥) = 𝑚 величины либо увеличиваются на единицу, либо уменьшаются, а соответ-
ствующие ряды Дирихле равномерно сходятся и задают непрерывные функции при этом либо
добавляется, либо удаляется одно слагаемое, сходящиеся к единице.

Таким образом, установлена непрерывность гиперболической дзета-функции сдвинутой ре-
шётки на пространстве 𝐶𝑃𝑅1, что согласуется с общей теоремой из работы [17].

5.2. Производная от гиперболической дзета-функции сдвинутой решётки

Определим множества 𝐶𝑘,𝑚 как пересечение множеств 𝐴𝑘 и 𝐵𝑚. Для большинства пар
индексов (𝑘,𝑚) множество 𝐶𝑘,𝑚 является пустым. Непустыми могут быть только множества
𝐶𝑘,𝑘 и 𝐶𝑘,𝑘−1.

Для любого непустого множества 𝐶𝑘,𝑚 для всех внутренних точек сохраняется один и тот
же вид из формулы (42). Поэтому во внутренних точках можно дифференцировать.

Итак, пусть 𝑀 + 𝑥𝜆 — внутренняя точка непустого множества 𝐶𝑘,𝑚. Тогда для сдвинутой
решётки 𝑀 + 𝑥𝜆 = 𝑀(𝜆) + 𝑥𝜆 координатная функция 𝜙𝑀+𝑥𝜆(Λ + 𝑦𝜆1) задается равенством
𝜙𝑀+𝑥𝜆(Λ+𝑦𝜆1)=(ln(𝜆1)− ln(𝜆), {𝑦−𝑥})=(𝜃1, 𝜃2), где Λ = Λ(𝜆1). Далее имеем 𝜙−1

𝑀+𝑥𝜆(𝜃1, 𝜃2)=

𝑒𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2}.
Рассмотрим три случая.
Пусть, во-первых, 𝑒𝜃1𝜆‖𝑥 + 𝜃2‖ > 1, тогда имеем равенство для гиперболической дзета-

функции сдвинутой решётки

𝜁𝐻(𝑒𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2})|𝛼) =
𝜁(𝛼; ‖𝑥+ 𝜃2‖) + 𝜁(𝛼; 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖)

(𝜃1𝜆)𝛼
.

Отсюда следует справедливость следующих равенств в этом случае

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

= −𝛼𝜁𝐻(𝑀 + 𝑥𝜆|𝛼),

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
𝛼(𝜁(𝛼+ 1; 1− 𝑥)− 𝜁(𝛼+ 1;𝑥))

𝜆𝛼
.

Пусть, во-вторых, 𝑒𝜃1𝜆‖𝑥+ 𝜃2‖ < 1 6 𝑒𝜃1𝜆(1− ‖𝑥+ 𝜃2‖), тогда имеем равенство для гипер-
болической дзета-функции сдвинутой решётки

𝜁𝐻(𝑒𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2})|𝛼) =
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= 𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖)−1+
𝜁(𝑒𝜃1𝑀+‖𝑥+ 𝜃2‖𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼) + 𝜁(𝛼; 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖)

(𝑒𝜃1𝜆)𝛼
.

Так как величина 𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+𝜃2‖) — постоянная на множестве 𝐶𝑘,𝑚 и при 𝑘=𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+𝜃2‖)

𝜕𝜁(𝑒𝜃1𝑀+‖𝑥+ 𝜃2‖𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝜕 1
(𝑛+‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

= 0,

𝜕𝜁(𝑀+‖𝑥+ 𝜃2‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

∞∑︁
𝑛=𝑘

𝜕 1
(𝑛+‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

= −𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼+ 1),

где 𝜀(𝑥) = 1 при 0 < {𝑥} < 1
2 и 𝜀(𝑥) = −1 при 1

2 < {𝑥} < 1, то

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

= −𝛼𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼) + 𝜁(𝛼; 1− ‖𝑥‖)
𝜆𝛼

,

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
−𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼+ 1)− 𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝛼+ 1; 1− ‖𝑥‖)

𝜆𝛼
.

Пусть, в-третьих, 𝑒𝜃1𝜆(1−‖𝑥+𝜃2‖) < 1, тогда имеем равенство для гиперболической дзета-
функции сдвинутой решётки

𝜁𝐻(𝑒𝜃1 ·𝑀 + 𝑒𝜃1𝜆{𝑥+ 𝜃2})|𝛼) =
= 𝐾(𝑒𝜃1 · 𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖)+𝐾(𝑒𝜃1 · 𝜆, 1−‖𝑥+ 𝜃2‖)− 2+

+
𝜁(𝑒𝜃1𝑀+(1− ‖𝑥+ 𝜃2‖)𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)

(𝑒𝜃1𝜆)𝛼
+

+
𝜁(𝑒𝜃1Λ(𝜆)+‖𝑥+ 𝜃2‖𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)

(𝑒𝜃1𝜆)𝛼
.

Так как величины 𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖) и 𝐾(𝑒𝜃1 · 𝜆, 1−‖𝑥+ 𝜃2‖) — постоянные на множестве 𝐶𝑘,𝑘′

и при 𝑘=𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+𝜃2‖), 𝑘′ =𝐾(𝑒𝜃1𝜆, 1− ‖𝑥+𝜃2‖)

𝜕𝜁(𝑒𝜃1𝑀+‖𝑥+ 𝜃2‖𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

∞∑︁
𝑛=𝑘

𝜕 1
(𝑛+‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

= 0,

𝜕𝜁(𝑒𝜃1𝑀+(1− ‖𝑥+ 𝜃2‖)𝑒𝜃1𝜆 |𝐾(𝑒𝜃1𝜆, 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
∞∑︁

𝑛=𝑘′

𝜕 1
(𝑛+1−‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

= 0,

𝜕𝜁(𝑀+‖𝑥+ 𝜃2‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

∞∑︁
𝑛=𝑘

𝜕 1
(𝑛+‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

= −𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼+ 1),

𝜕𝜁(𝑀+ 1−‖𝑥+ 𝜃2‖𝜆 |𝐾(𝜆, 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
∞∑︁

𝑛=𝑘′

𝜕 1
(𝑛+1−‖𝑥+𝜃2‖)𝛼

𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

= 𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+(1− ‖𝑥‖)𝜆 |𝐾(𝜆, 1− ‖𝑥‖), 𝛼+ 1),

где 𝜀(𝑥) = 1 при 0 < {𝑥} < 1
2 и 𝜀(𝑥) = −1 при 1

2 < {𝑥} < 1, то

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃1

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=
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= −𝛼𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼) + 𝜁(𝑀+(1− ‖𝑥+ 𝜃2‖)𝜆 |𝐾(𝜆, 1− ‖𝑥+ 𝜃2‖), 𝛼)
𝜆𝛼

,

𝜕𝜁𝐻(Λ + 𝑦𝜆1|𝛼)
𝜕𝜃2

⃒⃒⃒⃒
𝑀+𝑥𝜆

=

=
−𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+‖𝑥‖𝜆 |𝐾(𝜆, ‖𝑥‖), 𝛼+ 1) + 𝛼𝜀(𝑥)𝜁(𝑀+(1− ‖𝑥‖)𝜆 |𝐾(𝜆, 1− ‖𝑥‖), 𝛼+ 1)

𝜆𝛼
.

Таким образом, мы видим, что гиперболическая дзета-функция сдвинутой решётки ку-
сочно дифференцируемая функция, у которой отсутствуют производные в граничных точках
множеств 𝐶𝑘,𝑚.

6. Заключение

В работе [19] были построенные основы теории гладких многообразий только для простей-
шего случая пространства одномерных теоретико-числовых решёток. Он более простой, так
как любая одномерная решётка имеет только два базиса, отличающихся знаком. Как было
указано в этой статье, уже рассмотрение сдвинутых решёток осложнено тем, что для зада-
ния метрики на пространстве таких решёток необходимо рассмотреть их погружение в про-
странство решёток большой размерности. А как известно, уже для любой двумерной решётки
количество базисов решётки счётно. Поэтому возникли определенные трудности для постро-
ения теории гладких многообразий сдвинутых одномерных решёток, но они были успешно
преодолены в настоящей работе.

В работе были выделены множества 𝐶𝑘,𝑚, во внутренних точках которых гиперболическая
дзета-функция сдвинутых решёток дифференцируемая функция на гладком многообразии
сдвинутых одномерных решеток, а в граничных точках этих множеств дифференцируемость
нарушается.

Решению возникающих проблем при построении теории гладких многообразий решёток
в общем случае многомерных решёток и многомерных сдвинутых решёток будут посвящены
следующие статьи по этой тематике.

Отметим, что геометрия метрического пространств многомерных решёток и сдвинутых
многомерных решёток гораздо сложнее, чем геометрия обычного евклидова пространства.
Это видно из парадокса неаддитивности длины отрезка в пространстве сдвинутых одномер-
ных решёток (см. стр. 220). Из наличия этого парадокса следует, что стоит открытой про-
блема описания геодезических линий в пространствах многомерных решёток и многомерных
сдвинутых решёток, а также в нахождении формулы для длины дуг линий в этих простран-
ствах. Естественно, что было бы интересно не только описание этих объектов, но и получение
теоретико-числовой интерпретации этих понятий.

Дальнейшим направлением исследований может быть изучение аналитического продолже-
ния гиперболической дзета-функции на пространствах решёток и многомерных решёток. Как
известно (см. [2], [21]), аналитическое продолжение гиперболической дзета-функции решёток
построено для произвольной декартовой решётки. Не изучен даже вопрос о непрерывности
этих аналитических продолжений в левой полуплоскости на пространстве решёток. Всё это,
на наш взгляд, актуальные направления дальнейших исследований.
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