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Аннотация

В работе продолжены исследования авторов по оценке тригонометрических сумм алгеб-
раической сетки с весами. Рассмотрен случай произвольной весовой функции бесконечного
порядка.

Для параметра �⃗� тригонометрической суммы 𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�) выделены три случая.
Если �⃗� принадлежит алгебраической решётке Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)), то для любого натурального

𝑟 справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

Если �⃗� не принадлежит алгебраической решётке Λ(𝑡 ·𝑇 (⃗𝑎)), то определены два вектора
�⃗�Λ(�⃗�) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) и �⃗�Λ(�⃗�) из условий �⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�Λ(�⃗�) и произведение
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . ·𝑛𝑠 минимально. Для любого натурального 𝑟 доказана асимптотическая
оценка

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�)| 6 𝐵(𝑟,∞)

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1
+𝑂

(︂
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂)︃
.
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Abstract

The paper continues the authors ’ research on the evaluation of trigonometric sums of
an algebraic grid with weights. The case of an arbitrary weight function of infinite order is
considered.

For the parameter �⃗� of the trigonometric sum 𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�), three cases are highlighted.
If �⃗� belongs to the algebraic lattice Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)), then for any natural 𝑟 the asymptotic formula

is valid

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
.

If �⃗� does not belong to the algebraic lattice Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)), then two vectors are defined �⃗�Λ(�⃗�) =

(𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) and �⃗�Λ(�⃗�) from the conditions �⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�𝜆(�⃗�) and the product
𝑞(�⃗�𝜆(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . · 𝑛𝑠 is minimal. Asymptotic estimation is proved

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�)| 6 𝐵(𝑟,∞)

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1
+𝑂

(︂
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂)︃
.
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1. Введение

Роль тригонометрических сумм сеток в теоретико-числовом методе в приближенном анали-
зе подробно освещена в монографии Н. М. Коробова [5]. Задача нахождения асимптотических
формул для тригонометрических сумм алгебраических сеток поставлена в работе [3].

В данной работе используются обозначения и определения из работ [6]–[10].
Рассматриваются единичные 𝑠−мерные кубы

𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 6 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}, 𝐺𝑠 = {�⃗� | 0 6 𝑥𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}.

Для произвольного вектора �⃗� его дробной частью называется вектор {�⃗�}=({𝑥1}, . . . , {𝑥𝑠}).
Отсюда следует, что всегда {�⃗�} ∈ 𝐺𝑠.

Далее везде под произвольной решеткой Λ ⊂ R𝑠 мы будем понимать только полные решет-
ки, то есть

Λ = {𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠 = �⃗� ·𝐴 |�⃗� = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠},

где �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠),. . . ,�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — система линейно-независимых векторов в R𝑠,
а матрица решётки 𝐴 задана соотношениями

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ �⃗�1
...
�⃗�𝑠

⎞⎟⎠ .

Взаимная решетка Λ* = {�⃗� | ∀�⃗� ∈ Λ (�⃗�, �⃗�) ∈ Z}. Непосредственно из определения следует

равенство (𝑞Λ)* =
1

𝑞
Λ*.

Определение 1. Для произвольной решетки Λ обобщенной параллелепипедальной се-
ткой 𝑀(Λ) называется множество 𝑀(Λ) = Λ* ∩𝐺𝑠. Сетка 𝑀1(Λ) = Λ* ∩ [−1; 1)𝑠.

Обобщенной параллелепипедальной сеткой II рода 𝑀 ′(Λ) называется множество

𝑀 ′(Λ) = {�⃗� | �⃗� = {�⃗�}, �⃗� ∈𝑀1(Λ)}.

Определение 2. Весовой функцией порядка 𝑟 с константой 𝐵 называется гладкая функ-
ция 𝜌(�⃗�), удовлетворяющая условиям

0∑︁
𝜀1,...,𝜀𝑠=−1

𝜌(�⃗�+ (𝜀1, . . . , 𝜀𝑠)) = 1 при �⃗� ∈ 𝐺𝑠, (1)

𝜌(�⃗�) = 0 при �⃗� /∈ (−1; 1)𝑠, (2)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝐵(𝜎1 . . . 𝜎𝑠)

−𝑟 для любого �⃗� ∈ R𝑠. (3)

Если выполнены условия (1) и (2), то говорим просто о весовой функции 𝜌(�⃗�). Простейшим
примером весовой функции является функция 𝜌1(�⃗�) = 𝜌1(𝑥1) · . . . · 𝜌1(𝑥𝑠), где

𝜌1(𝑥) =

{︂
1− |𝑥|, при |𝑥| 6 1,
0, при |𝑥| > 1.

Для неё выполняется следующая лемма:
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Лемма 1. Для любого действительного 𝜎 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

(1− |𝑥|)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 (𝜎)−2, (4)

где 𝜎 = max(1, |𝜎|).

Доказательство. См. [12]. 2

Кроме этого, в работах [1]–[2] была определена бесконечно дифференцируемая функция

𝜌∞(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, при 𝑥 = 0,

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
, при 0 < 𝑥 < 1,

1− 𝑒
1
𝑥
𝑒
− 1

1+𝑥
, при − 1 < 𝑥 < 0,

0, при |𝑥| > 1.

(5)

Использование бесконечно дифференцируемых весовых функций позволяет в методе Фролова
[14, 15] избавиться от зависимости квадратурной формулы от класса 𝐸𝛼

𝑠 .
Пусть �⃗� = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠−1) — целочисленный вектор такой, что многочлен

𝑃�⃗�(𝑥) =

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑥
𝜈 + 𝑥𝑠 (6)

неприводим над полем рациональных чисел Q и все корни Θ𝜈 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠) многочлена (6)
действительные.

Обозначим через 𝑇 (⃗𝑎) матрицу степеней алгебраически сопряженных целых алгебраиче-
ских чисел Θ1,. . . ,Θ𝑠 — корней многочлена 𝑃�⃗�(𝑥):

𝑇 (⃗𝑎) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 . . . 1
Θ1 . . . Θ𝑠
...

...
...

Θ𝑠−1
1 . . . Θ𝑠−1

𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , (7)

а через Θ⃗ = (Θ1, . . . ,Θ𝑠) — вектор полного набора алгебраически сопряженных чисел — корней
многочлена 𝑃�⃗�(𝑥).

Для любого 𝑡 > 0 решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) называется алгебраической. Она имеет вид

Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))=

{︃
𝑥=

(︃
𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
1 𝑚𝜈 , . . . , 𝑡

𝑠∑︁
𝜈=1

Θ𝜈−1
𝑠 𝑚𝜈

)︃
= 𝑡 · �⃗� · 𝑇 (⃗𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒ �⃗� ∈ Z𝑠

}︃
.

Таким образом, алгебраическая решётка Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) имеет базис �⃗�𝜈 = 𝑡 · (Θ𝜈−1
1 , . . . ,Θ𝜈−1

𝑠 ) (𝜈 =
1, . . . , 𝑠).

Нетрудно видеть, что для натурального 𝑡 имеем: Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) ∩ Z𝑠 = {𝑡 · (𝑚, . . . ,𝑚)|𝑚 ∈ Z}.
Рассмотрим квадратурную формулу∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0
𝑓(�⃗�)𝑑�⃗� =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑓(𝑀𝑘)−𝑅𝑁 [𝑓 ].

Совокупность 𝑀 ⊂ 𝐺𝑠 точек 𝑀𝑘 = (𝜉1(𝑘), . . . , 𝜉𝑠(𝑘)) (𝑘 = 1, . . . , 𝑁) называется сеткой 𝑀
из 𝑁 узлов, а сами точки — узлами квадратурной формулы. Величины 𝜌𝑘 = 𝜌(𝑀𝑘) называ-
ются весами квадратурной формулы. В этой работе будем везде предполагать, что все веса
вещественнозначные и являются значениями специальной весовой функции.
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В работах [6]–[10] использовалась весовая функция 𝜌𝑟(𝑥), определенная равенствами

𝜌𝑟(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при |𝑥| > 1,

1− (2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

(−1)𝜈

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при 0 6 𝑥 < 1,

1− (−1)𝑟(2𝑟 − 1)𝐶𝑟−1
2𝑟−2

𝑟−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟−1

1

𝑟 + 𝜈
𝑥𝑟+𝜈 , при − 1 < 𝑥 < 0

, (8)

при этом для любого действительного числа 𝜎 и интеграла

𝐼𝑟(𝜎) =

1∫︁
−1

𝜌𝑟(𝑥)𝑒
2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

выполняется оценка

|𝐼𝑟(𝜎)| 6
𝐵(𝑟)

𝜎𝑟+1 (9)

и функция 𝜌𝑟(𝑥) — весовая функция порядка 𝑟 + 1 с некоторой константой 𝐵(𝑟).
Для произвольных целых 𝑚1,. . .,𝑚𝑠 суммы 𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠), определённые равенством

𝑆𝑀,𝜌(𝑚1,. . .,𝑚𝑠) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝑒
2𝜋𝑖[𝑚1𝜉1(𝑘)+...+𝑚𝑠𝜉𝑠(𝑘)], (10)

называются тригонометрическими суммами сетки с весами.
Пусть матрица 𝑇 = 𝑇 (⃗𝑎) и 𝑡 > 0. Рассмотрим алгебраическую сетку 𝑀(𝑡) = 𝑀 ′(𝑡 · Λ(𝑇 ))

из 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) узлов �⃗�𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑁 ′(𝑡 · Λ(𝑇 )) ) с весами

𝜌𝑘 = 𝜌�⃗�𝑘
= (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1

∑︁
{�⃗�}=�⃗�𝑘, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

и её тригонометрическую сумму с весами

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = (det(𝑡 · Λ(𝑇 )))−1
∑︁

�⃗�∈𝑀(𝑡)

⎛⎝ ∑︁
{�⃗�}=�⃗�, �⃗�∈𝑀1(𝑡·Λ(𝑇 ))

𝜌(�⃗�)

⎞⎠ 𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�).

Теорема 1. Для алгебраической решётки Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и произвольной весовой функции
𝜌(�⃗�) справедливо равенство3

𝑆𝑀(𝑡),𝜌(�⃗�) = 𝛿(�⃗�) +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�−�⃗�)𝑑�⃗�, (11)

где

𝛿(�⃗�) =

{︂
1, при �⃗� = 0⃗;

0, при �⃗� ̸= 0⃗, �⃗� ∈ Z𝑠.

Доказательство. См. [9]. 2
С помощью леммы 1 доказываются следующие теоремы.

3Здесь и далее символ
∑︀′ означает, что из области суммирования исключена нулевая точка.
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Теорема 2. При 𝑡→ ∞ справедлива асимптотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1 (⃗0) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (12)

Доказательство. См. [9]. 2

Теорема 3. При 𝑡→ ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ справедлива асимптотическая
формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌1(�⃗�) = 𝑂

(︂
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

2 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))2

)︂
. (13)

Доказательство. См. [9]. 2
В работе [11] с помощью функции 𝜌𝑟(𝑥) эти теоремы были усилены:

Теорема 4. Для любого целого 𝑚 ̸= 0 и натурального 𝑡 справедливо равенство

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
. (14)

Теорема 5. При 𝑡 → ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ и �⃗� ̸∈ Λ справедлива асимп-
тотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌𝑟(�⃗�) 6 𝐵(𝑟)

⎧⎨⎩
1

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 +𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) ̸= 0⃗,

𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) = 0⃗.

(15)

Цель данной работы — перенести теоремы 4 и 5 на случай бесконечно дифференцируемой
весовой функции 𝜌∞(𝑥).

2. Разложение бесконечно дифференцируемой весовой функции
в ряд Фурье

Начнём с вывода асимптотических оценок для коэффициентов Фурье.

Лемма 2. Справедливо разложение на отрезке [−1, 1] в ряд Фурье:

𝜌∞(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=−∞
𝑐∞(𝑚)𝑒𝜋𝑖𝑚𝑥,

где 𝑐∞(0) = 1
2 и 𝑐∞(𝑚) =

{︂
0, при 𝑚 = 2𝑛,
𝑂
(︀

1
𝑚𝑟

)︀
, при 𝑚 = 2𝑛+ 1

при 𝑚 ̸= 0 и произвольном натураль-

ном 𝑟 > 1.

Доказательство. Действительно,

𝑐∞(𝑚) =
1

2

1∫︁
−1

𝜌∞(𝑥)𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥, 𝑚 ∈ Z.

При 𝑚 = 0 имеем:

𝑐∞(0) =
1

2

⎛⎝ 0∫︁
−1

(︂
1− 𝑒

1
𝑥
𝑒
− 1

1+𝑥

)︂
𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠ =
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=
1

2

⎛⎝ 1∫︁
0

(︂
1− 𝑒

1
𝑥−1

𝑒−
1
𝑥

)︂
𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑑𝑥

⎞⎠ =
1

2
.

При 𝑚 ̸= 0 имеем:

𝑐∞(𝑚) =
1

2

⎛⎝ 0∫︁
−1

(︂
1− 𝑒

1
𝑥
𝑒
− 1

1+𝑥

)︂
𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1

2

⎛⎝ 1∫︁
0

(︂
1− 𝑒

1
𝑥−1

𝑒−
1
𝑥

)︂
(−1)𝑚𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥

⎞⎠ =
1

2

(−1)𝑚𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

−𝜋𝑖𝑚

⃒⃒⃒⃒1
0

+

+
1

2

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
(1− (−1)𝑚)𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

−𝜋𝑖𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1

0

− 1

2

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
(1− (−1)𝑚)𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑒−

1
𝑥

−𝜋𝑖𝑚

(︂
−𝑥

2 − 𝑥+ 1

𝑥2(𝑥− 1)2

)︂
𝑑𝑥 =

=
1

2

⎛⎝1− (−1)𝑚

−𝜋𝑖𝑚
− (−1)𝑚 − 1

−2𝜋𝑖𝑚
+

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
(1− (−1)𝑚)𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑒−

1
𝑥

−𝜋𝑖𝑚

(︂
𝑥2 − 𝑥+ 1

𝑥2(𝑥− 1)2

)︂
𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1

2

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
(1− (−1)𝑚)𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑒−

1
𝑥

−𝜋𝑖𝑚

(︂
𝑥2 − 𝑥+ 1

𝑥2(𝑥− 1)2

)︂
𝑑𝑥 =

=

⎧⎨⎩
0, при 𝑚 = 2𝑛,
1∫︀
0

𝑒
1

𝑥−1 𝑒
− 1

𝑥
𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑒−

1
𝑥

−𝜋𝑖𝑚

(︁
𝑥2−𝑥+1
𝑥2(𝑥−1)2

)︁
𝑑𝑥, при 𝑚 = 2𝑛+ 1.

Рассмотрим интеграл 𝐼, заданный равенством

𝐼 =

1∫︁
0

𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥𝑒−

1
𝑥

−𝜋𝑖𝑚

(︂
𝑥2 − 𝑥+ 1

𝑥2(𝑥− 1)2

)︂
𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

−𝜋𝑖𝑚
𝑓1(𝑥),

где 𝑓1(𝑥) = 𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥

(︁
𝑥2−𝑥+1
𝑥2(𝑥−1)2

)︁
. Нетрудно видеть, что lim𝑥→0+0 𝑓1(𝑥) = lim𝑥→1−0 𝑓1(𝑥) = 0,

поэтому, интегрируя по частям, получим

𝐼 = −
1∫︁

0

𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

(−𝜋𝑖𝑚)2
𝑓 ′1(𝑥).

Вычисления показывают, что 𝑓2(𝑥) = 𝑓 ′1(𝑥) =

= 𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥
−2𝑥5 + 6𝑥4 − 11𝑥3 + 11𝑥2 − 5𝑥+ 1 + 𝑒−

1
𝑥 (−𝑥4 + 2𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥− 1)

𝑥4(𝑥− 1)4
.

Из вида функции 𝑓2(𝑥) следует, что lim𝑥→0+0 𝑓2(𝑥) = lim𝑥→1−0 𝑓2(𝑥) = 0, поэтому, интегрируя
по частям, получим

𝐼 = (−1)2
1∫︁

0

𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

(−𝜋𝑖𝑚)3
𝑓 ′2(𝑥).
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По индукции покажем, что справедливо равенство

𝐼 = (−1)𝑟
1∫︁

0

𝑒−𝜋𝑖𝑚𝑥

(−𝜋𝑖𝑚)𝑟+1
𝑓 ′𝑟(𝑥), lim

𝑥→0+0
𝑓 ′𝑟(𝑥) = lim

𝑥→1−0
𝑓 ′𝑟(𝑥) = 0,

где 𝑓𝑟(𝑥) =
(︂
𝑒

1
𝑥−1

𝑒−
1
𝑥
𝑒−

1
𝑥

(︁
𝑥2−𝑥+1
𝑥2(𝑥−1)2

)︁)︂(𝑟−1)

, 𝑟 > 1. Для этого установим, что

𝑓𝑟(𝑥) = 𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥

∑︀𝑟−1
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟,𝜈(𝑥)

𝑥2𝑟(𝑥− 1)2𝑟
,

где 𝑝𝑟,𝜈(𝑥) — некоторые многочлены от 𝑥. Действительно, для 𝑟 = 1 это выполнено с 𝑝1,0(𝑥) =
𝑥2 − 𝑥+ 1. Пусть утверждение справедливо для 𝑟 > 1, тогда имеем:

𝑓𝑟+1(𝑥) = 𝑓 ′𝑟(𝑥) = 𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥
−𝑥2 + 𝑥− 1

𝑥2(𝑥− 1)2
𝑒−

1
𝑥

∑︀𝑟−1
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟,𝜈(𝑥)

𝑥2𝑟(𝑥− 1)2𝑟
− 𝑒

1
𝑥−1

𝑒−
1
𝑥

∑︀𝑟−1
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟,𝜈(𝑥)

𝑥2𝑟+2(𝑥− 1)2𝑟
+

+𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥

(︁∑︀𝑟−1
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟,𝜈(𝑥)

)︁′
𝑥2(𝑥− 1)2 − 2𝑟

∑︀𝑟−1
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟,𝜈(𝑥)

(︀
𝑥(𝑥− 1)2 + 𝑥2(𝑥− 1)

)︀
𝑥2𝑟+2(𝑥− 1)2𝑟+2

=

= 𝑒
1

𝑥−1
𝑒−

1
𝑥
𝑒−

1
𝑥

∑︀𝑟
𝜈=0 𝑒

− 𝜈
𝑥 𝑝𝑟+1,𝜈(𝑥)

𝑥2𝑟+2(𝑥− 1)2𝑟+2

и утверждение справедливо для любого 𝑟 > 1.
Положим

𝐵(𝑟,∞) =

1∫︁
0

|𝑓𝑟+1(𝑥)|𝑑𝑥,

тогда

|𝐼| 6 𝐵(𝑟,∞)

𝜋𝑚𝑟+1 , 𝑟 > 0,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 3. Пусть функция 𝜌∞(𝑥) определена равенствами (5). Тогда для любого действи-
тельного числа 𝜎 и интеграла

𝐼∞(𝜎) =

1∫︁
−1

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

выполняется оценка

|𝐼∞(𝜎)| 6

{︃
(𝜎)−𝑟, при |𝜎| 6 1,
𝐵(𝑟,∞)2𝜋‖𝜎‖

2𝜋𝜎
𝑟+1 , при |𝜎| > 1

(16)

и функция 𝜌∞(𝑥) — весовая функция бесконечного порядка с константами 𝐵(𝑟,∞) (𝑟 ∈ N),
где

𝐵(𝑟,∞) =

1∫︁
0

|𝑓𝑟+1(𝑥)|𝑑𝑥.
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Доказательство. Заметим, что для любого 𝜎 выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

1∫︁
−1

𝜌∞(𝑥)𝑑𝑥 = ‖𝜌∞(𝑥)‖1 = 1,

поэтому при |𝜎| 6 1 и для любого натурального 𝑟 выполняется соотношение⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
−1

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 (𝜎)−𝑟.

Пусть |𝜎| > 1, тогда для интеграла 𝐼∞(𝜎) справедливы преобразования

𝐼∞(𝜎) =

1∫︁
0

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥+

1∫︁
0

𝜌∞(𝑥− 1)𝑒2𝜋𝑖𝜎(𝑥−1)𝑑𝑥 =

=

1∫︁
0

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥+

1∫︁
0

(1− 𝜌∞(𝑥))𝑒2𝜋𝑖𝜎(𝑥−1)𝑑𝑥 =

= 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥+
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

)︀ 1∫︁
0

𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑒−2𝜋𝑖𝜎 𝑒
2𝜋𝑖𝜎 − 1

2𝜋𝑖𝜎
+
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

)︀⎛⎝ 𝜌∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥

2𝜋𝑖𝜎

⃒⃒⃒⃒1
0

−
1∫︁

0

𝜌′∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥

2𝜋𝑖𝜎
𝑑𝑥

⎞⎠ =

=
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

2𝜋𝑖𝜎
− 1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

2𝜋𝑖𝜎
−
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

)︀ 1∫︁
0

𝜌′∞(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥

2𝜋𝑖𝜎
𝑑𝑥 =

(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

)︀ 1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥

2𝜋𝑖𝜎
𝑓1(𝑥)𝑑𝑥.

(17)

Повторяя рассуждения доказательства леммы 2, получим

𝐼∞(𝜎) =
(︀
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎

)︀
(−1)𝑟

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝜎𝑥

(2𝜋𝑖𝜎)𝑟+1
𝑓 ′𝑟(𝑥)𝑑𝑥. (18)

Переходя в равенстве (18) к модулям, получим

|𝐼∞(𝜎)| 6 |1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎|𝐵(𝑟,∞)

2𝜋𝜎
𝑟+1 .

Так как 4‖𝜎‖ 6 |1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜎| 6 2𝜋‖𝜎‖, то получаем утверждение леммы. 2

3. Новые оценки тригонометрических сумм алгебраических се-
ток

Теперь перейдём к переносу теорем 4 и 5 на случай бесконечно дифференцируемой весовой
функции 𝜌∞(𝑥).
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Теорема 6. Для любого целого 𝑚 ̸= 0 и натурального 𝑡 справедливо равенство

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
. (19)

Доказательство. Действительно, если �⃗� = 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚), и 𝑚 ∈ Z,𝑚 ̸= 0, то по теореме 1
имеем:

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) =
∑︁

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{𝑡(𝑚,...,𝑚)}

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌∞(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�,

где {𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)} — одноэлементное множество, состоящее из вектора �⃗� = 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚). Так
как при �⃗� = 0⃗ имеем:

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌∞(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗� = 1,

то

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)) = 1 +
∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{𝑡(𝑚,...,𝑚)}

1∫︁
−1

. . .

1∫︁
−1

𝜌∞(�⃗�)𝑒2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�)𝑑�⃗�.

Поэтому по лемме 3 получим

|𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(𝑡(𝑚, . . . ,𝑚))− 1| 6 𝐵(𝑟,∞)𝜁𝐻(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|𝑟 + 1) = 𝑂

(︂
ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︂
,

что и доказывает утверждение теоремы. 2
Теперь рассмотрим случай, когда �⃗� ∈ Z𝑠 ∖ Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎)) и, следовательно, �⃗� ̸= 𝑡(𝑚, . . . ,𝑚)

для любого 𝑚 ∈ Z.
Для решётки Λ = Λ(𝑡·𝑇 (⃗𝑎)) определим два вектора �⃗�Λ(�⃗�) = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) и �⃗�Λ(�⃗�) из условий

�⃗�Λ(�⃗�) ∈ Λ, �⃗� = �⃗�Λ(�⃗�) + �⃗�Λ(�⃗�) и произведение 𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) = 𝑛1 · . . . · 𝑛𝑠 минимально. Ясно, что
существует константа 𝐶(Λ) > 1 такая, что для любого вектора �⃗� имеем 𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)) 6 𝐶(Λ).

Лемма 4. Для любого действительного 𝑥 справедливы неравенства

1

𝑛− 𝑥
6

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2𝑥 , при 𝑛− 𝑥 > 2𝑥,
1
𝑥 , при 2𝑥 > 𝑛− 𝑥 > 𝑥,
2
𝑥 , при 𝑥

2 6 𝑛− 𝑥 < 𝑥,
2𝑛
𝑥 , 𝑛− 𝑥 < 𝑥

2 .

(20)

Доказательство. См. [11]. 2

Теорема 7. При 𝑡 → ∞ для произвольного вектора �⃗� ̸= 0⃗ и �⃗� ̸∈ Λ справедлива асимп-
тотическая формула

𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�) 6 𝐵(𝑟,∞)

⎧⎨⎩
1

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 +𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) ̸= 0⃗,

𝑂
(︁
𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1 ln𝑠−1 detΛ(𝑡)

(detΛ(𝑡))𝑟+1

)︁
, при �⃗�Λ(�⃗�) = 0⃗.

(21)

Доказательство. Действительно, согласно теореме 1 и лемме 3 имеем:⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�)

⃒⃒
6 𝐵(𝑟,∞)

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.
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Если �⃗�Λ(�⃗�) = 0⃗, то

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
=

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑛1 − 𝑥1 . . . 𝑛𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.

Если �⃗�Λ(�⃗�) ̸= 0⃗, то

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

1

(𝑚1 − 𝑥1 . . .𝑚𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
=

1

(𝑛1 . . . 𝑛𝑠)𝑟+1
+

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))∖{−�⃗�Λ(�⃗�)}

1

(𝑛1 − 𝑥1 . . . 𝑛𝑠 − 𝑥𝑠)𝑟+1
.

Для простоты изложения воспользуемся неравенством (20) в наиболее слабой форме 1
𝑛−𝑥
6 2𝑛

𝑥 ,
получим

⃒⃒
𝑆𝑀(𝑡),𝜌∞(�⃗�)

⃒⃒
6 𝐵(𝑟,∞)

⎛⎝1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1
+

∑︁′

�⃗�∈Λ(𝑡·𝑇 (�⃗�))

2𝑠(𝑟+1)(𝑛1 . . . 𝑛𝑠)
𝑟+1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝑟+1

⎞⎠ =

= 𝐵(𝑟,∞)

(︃
1− 𝛿(�⃗�Λ(�⃗�))

𝑞(�⃗�Λ(�⃗�))𝑟+1
+ 2𝑠(𝑟+1)(𝑞(�⃗�Λ(�⃗�)))𝑟+1𝜁(Λ(𝑡 · 𝑇 (⃗𝑎))|𝑟 + 1)

)︃
.

Повторяя рассуждения из доказательства теоремы 6, получим доказываемое утверждение. 2

4. Заключение

По-видимому, вместо оценки из теорем 6 и 7 со степенной правой частью и показателем
𝑟 + 1 имеет место оценка с экспоненциальной правой частью.
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