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Аннотация

Для натурального 𝑄 > 1 обозначим 𝐼 — интервал 𝐼 ⊂ R длины 𝜇1𝐼 = 𝑄−𝑣1 , 𝑣1 > 0
(𝜇1 − мера Лебега) и 𝜇2𝐾=𝑄−𝑣2 , 𝑣2 > 0 (𝜇2 − мера Хаара измеримого цилиндра 𝐾⊂Q𝑝).
Введем множество полиномов степени ≤ 𝑛 и высоты 𝐻 (𝑃 ) ≤ 𝑄

𝒫𝑛 (𝑄) = {𝑃 ∈ Z[𝑥] : deg𝑃 ≥ 𝑛, 𝐻 (𝑃 ) ≤ 𝑄} .

Для таких многочленов обозначим 𝒜 (𝑛,𝑄) множество действительных корней, и 𝑝-
адических корней 𝑃 (𝑥), лежащих в пространстве 𝑉 = 𝐼 × 𝐾. В работе доказано, что
подходящем 𝑐1 = 𝑐1 (𝑛) и 0 ≤ 𝑣1, 𝑣2 6 1

2 справедливо неравенство

#𝒜 (𝑛,𝑄) > 𝑐1𝑄
𝑛+1−𝑣1−𝑣2 .

Доказательство проводится методами метрической теории диофантовых приближений,
разработанных В. Г. Спринджуком при доказательстве гипотезы Малера и В. И. Берника
при доказательстве гипотезы А. Бейкера.
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Abstract

For a positive integer 𝑄 > 0, let 𝐼 ⊂ R denote an interval of length 𝜇1𝐼 = 𝑄−𝛾1 (where
𝜇1 is the Lebesgue measure) and 𝜇2𝐾 = 𝑄−𝛾2 , 𝛾2 > 0 (where 𝜇2 is the Haar measure of a
measurable cylinder 𝐾 ⊂ Q𝑝). Let us denote the set of polynomials of degree ≤ 𝑛 and height
𝐻 (𝑃 ) ≤ 𝑄 as

𝒫𝑛 (𝑄) = {𝑃 ∈ Z[𝑥] : deg𝑃 ≥ 𝑛, 𝐻 (𝑃 ) ≤ 𝑄} .

Let 𝒜 (𝑛,𝑄) denote the set of real and 𝑝-adic roots of such polynomials 𝑃 (𝑥) lying in the space
𝑉 = 𝐼 ×𝐾. In this paper it is proved that the following inequality holds for a suitable constant
𝑐1 = 𝑐1 (𝑛) and 0 ≤ 𝑣1, 𝑣2 6 1

2 :

#𝒜 (𝑛,𝑄) > 𝑐1𝑄
𝑛+1−𝛾1−𝛾2 .

The proof relies on methods of metric theory of Diophantine approximation developed by V.G.
Sprindzuk to prove Mahler’s conjecture and by V.I. Bernik to prove A. Baker’s conjecture.

Keywords: Lebesgue measure, Haar measure, algebraic numbers, Diophantine approxi-
mation, irreducible polynomials.
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1. Введение

Около ста лет тому назад А. Я. Хинчин [13] доказал теорему о точном порядке приближе-
ния почти всех действительных чисел рациональными числами. Пусть 𝐼 ⊂ R интервал, 𝜇𝐵 —
мера Лебега измеримого множества 𝐵 ⊂ 𝑃 , 𝜓 — монотонно убывающая функция при 𝑥 > 0.

Пусть ℒ1 (𝜓) — множество действительных чисел 𝑥 ∈ 𝐼, для которых неравенство

|𝑞𝑥− 𝑝| < 𝜓 (𝑞) (1)
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имеет бесконечное число решений в натуральных числах 𝑞 и целых числах 𝑝. Тогда согласно
теореме Хинчина [13] верно равенство

𝜇ℒ1 (𝜓) =

{︂
0,

∑︀∞
𝑞=1 𝜓 (𝑞) <∞;

𝜇𝐼,
∑︀∞

𝑞=1 𝜓 (𝑞) = ∞.
(2)

В неравенстве (1) в левой части стоит многочлен первой степени 𝑞𝑥− 𝑝. Обобщение нера-
венства (1) на многочлены произвольной степени

𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 (3)

является актуальной задачей, которой скоро исполняется семьдесят лет. Обозначим через
ℒ𝑛 (𝜓) множество 𝑥 ∈ 𝐼, для которых неравенство

|𝑃 (𝑥)| < 𝐻−𝑛+1𝜓 (𝐻) (4)

имеет бесконечное число решений в полиномах (1) высоты 𝐻 = 𝐻 (𝑃 ) = max1≤𝑗≤𝑛 |𝑎𝑗 |. Ра-
венство 𝜇ℒ𝑛

(︀
𝐻−1−𝜖

)︀
= 0, 𝜖 > 0 — длительное время было проблемой Малера [14] которую

решил В. Г. Спринджук [4,5]. При произвольной функции 𝜓 (𝑥) аналогичное утвреждение
было известно как гипотеза А. Бейкера [7] и имело вид

𝜇ℒ𝑛 (𝜓) =

{︂
0,

∑︀∞
𝐻=1 𝜓 (𝑞) <∞;

𝜇𝐼,
∑︀∞

𝐻=1 𝜓 (𝑞) = ∞.
(5)

В случае сходимости ряда в (5) гипотезу доказал В. И. Берник [9], а в случае расходимости
В. В. Бересневич [8].

В монографии [5] Спринджук доказал гипотезу Малера в поле комплексных чисел и 𝑝-
адических чисел и в поле формальных степенных рядов. Еще более общие теоремы в случае
совместных приближений в трех полях R, C, Q, доказали Н. В. Бударина, Д. Диккинсон, В.
И. Берник [11,12].

В настоящей работе мы покажем, как указанные выше идеи позволяют находить точки
𝛽 = (𝛼, 𝛾), которые лежат в пространстве R × Q𝑝 с алгебраическими числами 𝛼 ∈ 𝐼 и алгеб-
раическим 𝑝-адическими числами из 𝑝-адического цилиндра 𝐾.

С помощью принципа ящиков Дирихле [6,10] нетрудно доказать, что для любого натураль-
ного числа 𝑄 > 1 и любой точки (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐼 ×𝐾 ⊂ R × Q𝑝 можно найти полином 𝑃 (𝑡) ∈ Z из
класса полиномов

𝒫𝑛 (𝑄) = {𝑃 ∈ Z[𝑥] : deg𝑃 ≥ 𝑛, 𝐻 (𝑃 ) ≤ 𝑄} ,

удовлетворяющий системе неравенств

|𝑃 (𝑥)| < 𝑐1 (𝑛)𝑄
−𝑣1 ,

|𝑃 (𝜔)|𝑝 < 𝑐1 (𝑛)𝑄
−𝑣2 , 𝑣1 ≥ −1, 𝑣2 ≥ 0, 𝑣1 + 𝑣2 = 𝑛.

(6)

В (6) и далее 𝑐1, 𝑐2, . . . — величины, зависят от 𝑛 и не зависящие от 𝐻 и 𝑄.
Из работ [5,10] можно получить, что для большей части (𝑥, 𝜔) (в смысле меры 𝜇 = 𝜇1𝜇2,

𝜇1 — мера Лебега в R и 𝜇2 — мера Хаара в Q𝑝) ни одно из неравенств в (6) нельзя заменить
на 𝑄−𝑣𝑖−𝜖, 𝑖 = 1, 2, 𝜖 > 0.

Обозначим через 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 — корни полинома 𝑃 (𝑥) из C, а через 𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑛 —
корни 𝑃 (𝜔) в алгебраическом замыкании поля Q𝑝. Для 𝜖1 > 0 и натурального 𝑇 > 𝑇0 (𝜖1, 𝑛)
упорядочим корни следующим образом

|𝛼1 − 𝛼2| ≤ |𝛼1 − 𝛼3| ≤ . . . ≤ |𝛼1 − 𝛼𝑛| ,
|𝛾1 − 𝛾2|𝑝 ≤ |𝛾1 − 𝛾3|𝑝 ≤ . . . |𝛾1 − 𝛾𝑛|𝑝 .
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Введем обозначения

|𝛼1 − 𝛼𝑗 | ≤ 𝑄−𝜌𝑗 , (𝑙𝑗 − 1)𝑇−1 < 𝜌𝑗 ≤ 𝑙𝑗𝑇
−1, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛

|𝛾1 − 𝛾𝑖|𝑝 ≤ 𝑄−𝜎𝑖 , (𝑚𝑖 − 1)𝑇−1 < 𝜎𝑖 ≤ 𝑚𝑖𝑇
−1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛

𝑝𝑗 = 𝑇−1
∑︀𝑛

𝑠=𝑗+1 𝑙𝑠, 𝑞𝑖 = 𝑇−1
∑︀𝑛

𝑠=1𝑚𝑠.

В монографии В. Г. Спринджука [5] показано, как метрические задачи с многочленами
сводятся к многочленам с дополнительными условиями

|𝑎𝑛| > 𝑑𝐻, 0 < 𝑑 = 𝑑 (𝑛) < 1, |𝑎𝑛|𝑝 > 𝑝−𝑑1(𝑛). (7)

Эти оценки предполагаются выполненными в теореме Условия (7) приводят к неравенствам
(Леммы 5, 6)

|𝛼𝑗 | < 𝑐3, |𝛾𝑗 |𝑝 < 𝑐4, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. (8)

2. Основной текст статьи

Пусть 𝐼1 ⊂ R — некоторый интервал длины 𝑄−𝑣1 , 0 ≤ 𝑣1 <
1
2 , 𝐾1 ⊂ Q𝑝 — цилиндр из Q𝑝

с мерой Хаара 𝜇2𝐾1 = 𝑄−𝑣2 , 0 ≤ 𝑣2 <
1
2 . Обозначим через �̄� = (𝛼1, 𝛾1) вектор, координаты

которого алгебраические числа 𝛼1 ∈ R и 𝛾1 ∈ 𝐾1 ⊂ Q𝑝, являются корнями 𝑃 (𝑡) ∈ 𝒫𝑛 (𝑄).
Множество таких корней обозначим 𝒫𝑛 (𝑄, 𝐼1,𝐾1).

Теорема 1. При некотором 𝑐5 справедливо равенство

#𝒫𝑛 (𝑄, 𝐼1,𝐾1) > 𝑐5𝑄
𝑛+1𝜇1𝐼 × 𝜇2𝐾1.

Теорема 1 доказана только в действительном случае в работе [3] и основана на метрической
теореме, являющейся эффективной версией теоремы Спринджука. Доказательство теоремы
1 несложно следует из следующей теоремы.

Теорема 2. Обозначим через 𝐵 множество решений системы неравенств

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄−𝑣1 , |𝑃 (𝜔)|𝑝 < 𝑄−𝑣2 . (9)

И пусть дополнительно выполняется одно из неравенств⃒⃒
𝑃 ′ (𝑥)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄, (10)⃒⃒

𝑃 ′ (𝜔)
⃒⃒
𝑝
< 𝛿0. (11)

Тогда 𝜇𝐵1 <
1
4𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) .

При доказательстве будем пользоваться леммами, нечетные из которых верны в поле дей-
ствительных чисел, а четные в поле Q𝑝.

Лемма 1 ([5]). Если 𝛼1 — ближайший к 𝑥 корень многочлена 𝑃 (𝑥), то

|𝑥− 𝛼1| <

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛 |𝑃 (𝑥)| |𝑃 ′ (𝑥)|−1 ,

2𝑛 |𝑃 (𝑥)| |𝑃 ′ (𝛼1)|−1 ,

2𝑛
(︁
|𝑃 (𝑥)| |𝛼1 − 𝛼2| |𝑃 ′ (𝛼1)|−1

)︁ 1
2
.

Лемма 2 ([5,10]). Если 𝛾1 — ближайший к 𝜔 корень многочлена 𝑃 (𝜔), то

|𝜔 − 𝛾1|𝑝 <

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
|𝑃 (𝜔)|𝑝 |𝑃 ′ (𝜔)|−1

𝑝 ,

|𝑃 (𝜔)|𝑝 |𝑃 ′ (𝛾1)|−1
𝑝 ,(︁

|𝑃 (𝜔)|𝑝 |𝛾1 − 𝛾2|𝑝 |𝑃 ′ (𝛾1)|−1
𝑝

)︁ 1
2
.
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Лемма 3. При |𝑃 ′ (𝑥)| > 2𝑛2𝑄− 𝑣1−1
2 верно равенство

1

2

⃒⃒
𝑃 ′ (𝑥)

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑃 ′ (𝛼1)

⃒⃒
< 2

⃒⃒
𝑃 ′ (𝑥)

⃒⃒
.

Лемма 4. При |𝑃 ′ (𝜔)| > 2𝑛2𝑄− 𝑣2−1
2 верно равенство

1

2

⃒⃒
𝑃 ′ (𝜔)

⃒⃒
<
⃒⃒
𝑃 ′ (𝛾1)

⃒⃒
< 2

⃒⃒
𝑃 ′ (𝜔)

⃒⃒
.

Леммы 3,4 доказываются с использованием разложения 𝑃 ′ (𝑥) и 𝑃 ′ (𝜔) в ряд Тейлора в
окрестности 𝛼1 и 𝛾1.

Лемма 5. Если у многочлена 𝑃 (𝑠) старший коэффициент 𝑎𝑛 удовлетворяет условию
|𝑎𝑛| > 𝑑𝐻, то

|𝛼𝑗 | < 𝑐, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Лемма 6. Если у многочлена 𝑃 (𝑠) старший коэффициент 𝑎𝑛 удовлетворяет условию
|𝑎𝑛|𝑝 > 𝑝−𝑆𝑛, то

|𝛾𝑗 |𝑝 < 𝑐, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.

Лемма 7. Пусть полиномы 𝑃1 (𝑥) и 𝑃2 (𝑥) степени 𝑛 и высоты ≤ 𝑄 без общих корней
на отрезке 𝐼1, 𝜇1𝐼1 = 𝑄−𝛾1 , 𝛾1 > 0 удовлетворяют неравенству

max
𝑥∈𝐼1

(|𝑃1 (𝑥)| , |𝑃2 (𝑥)|) < 𝑄−𝜏1 , 𝜏1 > 0.

Тогда при любом 𝛿 > 0 и 𝑄 > 𝑄0 (𝛿) верно неравенство

𝜏1 + 1 + 2max (𝜏1 + 1− 𝛾1, 0) < 2𝑛+ 𝛿.

Лемма 8. Пусть полиномы 𝑃1 (𝜔) и 𝑃2 (𝜔) степени 𝑛 и высоты ≤ 𝑄 без общих корней
в алгебраическом замыкании 𝑄𝑝 и в цилиндре 𝐾1, 𝜇2𝐾1 = 𝑄−𝛾2 , 𝛾2 > 0 удовлетворяют
неравенству

max
𝜔∈𝐾1

(︁
|𝑃1 (𝜔)|𝑝 , |𝑃2 (𝜔)|𝑝

)︁
< 𝑄−𝜏2 , 𝜏2 > 0.

Тогда при любом 𝛿1 > 0 и 𝑄 > 𝑄0 (𝛿1) верно неравенство

𝜏2 + 2max (𝜏2 − 𝛾2, 0) < 2𝑛+ 𝛿1.

Лемма 9 ([5]). При подходящих 𝑐7, 𝑐8, 𝑅 (𝑥) = 𝑡1 (𝑥) . . . 𝑡𝑘 (𝑥) справедливы неравенства

𝑐7

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐻 (𝑡𝑗) < 𝐻 (𝑅) < 𝑐8

𝑘∏︁
𝑗=1

𝐻 (𝑡𝑗).

Лемма 10 ([10]). Пусть неравенство

|𝑅 (𝑥)| <𝐻 −𝜏 , 𝜏 > 0

выполняется для всех 𝑥 ∈ 𝐵4, 𝜇𝐵4 >
1
2𝜇𝐼. Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝐼, при подходящем 𝑐9, верно

неравенство

|𝑅 (𝑥)| < 𝑐9𝐻
−𝜏 .
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Покажем, как из теоремы 2 можно получить теорему 1. Введем множество

𝐵2 = (𝐼1 ×𝐾1) ∖𝐵1

Из теоремы 2 следует, что 𝜇𝐵2 ≥ 3
4𝜇 (𝐼1 × 𝐾1). Возьмем точку 𝑢1 = (𝑥1, 𝜔1) ∈ 𝐵2. В этой

точке верна система неравенств

|𝑃 (𝑥)| ≪ 𝑄−𝑣1 , |𝑃 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 ,

|𝑃 ′ (𝑥)| > 𝛿0𝑄, |𝑃 ′ (𝜔)|𝑝 > 𝛿0.
(12)

Воспользовавшись леммами 3 и 4 систему неравенств (12) можно переписать в виде

|𝑃 (𝑥1)| ≪ 𝑄−𝑣1 , |𝑃 (𝜔1)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 ,

|𝑃 ′ (𝛼1)| > 𝛿0/2𝑄, |𝑃 ′ (𝛾1)|𝑝 > 𝛿0/2.
(13)

Применим к первому неравенству в (13) лемму 1. Получим

|𝑥1 − 𝛼1| ≪ 2𝛿−1
0 𝑄−𝑣1−1. (14)

Из второго неравенства (13) и леммы 2 имеем

|𝜔1 − 𝛾1| ≪ 2𝛿−1
0 𝑄−𝑣2 . (15)

Нетрудно доказать, что корень 𝛼1 в (14) действительный. Воспользуемся леммой Гензеля [10]
и покажем, что корень 𝛾1 лежит в Q𝑝. Мы получим в окрестности 𝜎 (𝑃 ) точки 𝑢1 ∈ 𝐵2 точку
𝑣1 = (𝛼1, 𝛾1) ∈ R×Q𝑝 с алгебраическими действительными и алгебраическими 𝑝-адическими
координатами, причем

𝜇𝜎1 (𝑃 ) ≪ 4𝛿−2
0 𝑄−𝑣1−𝑣2−1.

Исключим 𝜎 (𝑃1) из 𝐵2 и рассмотрим точку 𝑢2 = (𝑥2, 𝜔2) из множества

𝐵3 = 𝐵2∖𝜎1 (𝑃1) .

В этой точке также выполняется система неравенств (13) для некоторого полинома 𝑃2 и вновь
можно получить неравенства (14) и (15) с алгебраической действительной точкой 𝛼12 и алгеб-
раической 𝑝-адической точкой 𝛾12, так, что вектор 𝑣2 = (𝛼12, 𝛾12) ∈ 𝐵3 ⊂ 𝐼1 ×𝐾1. Исключим
𝜎1 (𝑃2) из множества 𝐵3 и рассмотрим точку

𝑢3 = (𝑥3, 𝜔3) ∈ 𝐵4 = 𝐵3∖ (𝜎1 (𝑃1) ∪ 𝜎1 (𝑃2)) .

Опять построим третий вектор 𝑣3 = (𝛼13, 𝛾13) с алгебраическими координатами. Построение
новых векторов 𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑇 можно проводить до тех пор, пока их окрестностями не
исчерпаем множество 𝐵𝑗 . Для числа 𝑇 справедливо неравенство

𝑇 ≫ 𝜇𝐵2

4𝛿−2
0 𝑄−𝑣1−𝑣2−1

≫ 3

4
𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) · 4−1𝛿20𝑄

𝑣1+𝑣2+1 ≫ 2−3𝛿20𝑄
𝑣1+𝑣2+1𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) .

Доказательство теоремы 2. При применении лемм 1 и 2 мы видим, что оценки мер покрытия
решения системы неравенств

|𝑃 (𝑥)| ≪ 𝑄−𝑣1 , |𝑃 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 (16)

зависит от величин |𝑃 ′ (𝛼1)| и |𝑃 ′ (𝛾1)|𝑝 в ближайших к 𝑥 и 𝜔 корнях 𝑃 (𝑥) и 𝑃 (𝜔). Значе-
ния 𝑃1 (𝛼) и |𝑃 ′ (𝛾1)|𝑝 поделим на не пересекающиеся промежутки. Начнем с тривиальных
неравенств |𝑃 ′ (𝛼1)| ≪ 𝑄, |𝑃 ′ (𝛾1)|𝑝 ≪ 1. Проанализируем случаи усиления этих неравенств
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Предложение 1.

𝑄𝑣1 <
⃒⃒
𝑃 ′ (𝛼1)

⃒⃒
< 𝛿0𝑄,

⃒⃒
𝑃 ′ (𝛾1)

⃒⃒
𝑝
≪ 1, 𝑣1 =

5

8
(17)

Покажем, что мера покрытия решений системы неравенств в этом случае не превосходит
1/32𝜇 (𝐼1 ×𝐾1). Зафиксируем вектор �̄� = (𝑎𝑛, . . . , 𝑎1), координаты которого — коэффициенты
многочлена 𝑃 (𝑥). Множество полиномов с одним и тем же вектором �̄� обозначим через 𝑉

(︀
�̄�
)︀
.

Ясно, что #𝑉
(︀
�̄�
)︀
< 2𝑛+1𝛿0𝑄

𝑛. При фиксированных 𝑃1 (𝑥) , 𝑃2 (𝑥) ∈ #𝑉
(︀
�̄�
)︀
∩𝒫𝑛 (𝑄) множество

решений 𝜎𝑃𝑗 неравенств не пересекаются. Для доказательства разложим многочлен 𝑃1 (𝑥) в
ряд Тейлора в окрестности точки 𝛼1 на отрезке 𝐼1.

𝑃 (𝑥) = 𝑃 (𝛼1) + 𝑃 ′ (𝛼1) (𝑥− 𝛼1) +
1

2
𝑃 ′′ (𝛼1) (𝑥− 𝛼1)

2 +
𝑛∑︁

𝑗=3

(𝑗!)−1 𝑃 (𝑗) (𝛼1) (𝑥− 𝛼1)
𝑗 (18)

По лемме 1 верно неравенство

|𝑥− 𝛼1| ≪ 𝑄−𝑣1
⃒⃒
𝑃 ′ (𝛼1)

⃒⃒−1
, (19)

поэтому |𝑃 ′ (𝛼1)| |𝑥− 𝛼1| ≪ 𝑄−𝑣1 . учитывая тривиальные оценки
⃒⃒
𝑃 (𝑗) (𝛼1)

⃒⃒
≪ 𝑄 и (19) осталь-

ные члены разложения в (18) имеют лучшие оценки и поэтому

|𝑃 (𝑥)| ≪ 𝑄−𝑣1 <
1

2
(20)

при достаточно большом 𝑄. Оценка (20) справедлива и для многочлена 𝑃2 (𝑥). Если 𝜎 (𝑃1) ∩
𝜎 (𝑃2) ̸= ∅, то на пересечении 𝜎 (𝑃1) ∩ 𝜎 (𝑃2) для многочлена 𝑅 (𝑥) = 𝑃2 (𝑥) − 𝑃1 (𝑥) верны
неравенства

1 ≤ |𝑎01 − 𝑎02| = |𝑅 (𝑥)| < |𝑃1 (𝑥)|+ |𝑃2 (𝑥)| < 1,

что противоречиво.

Предложение 2.

𝑄−𝛿2 <
⃒⃒
𝑃 ′ (𝛾1)

⃒⃒
𝑝
< 𝛿0,

⃒⃒
𝑃 ′ (𝛼1)

⃒⃒
≪ 𝑄, 𝛿2 = −5

8
.

Опять зафиксируем вектор �̄� = (𝑎𝑛, . . . , 𝑎1) и подмножество 𝑃 (𝑥) ⊂ 𝒫𝑛 (𝑄) с одним и тем
же вектором �̄� обозначим 𝑉

(︀
�̄�
)︀
. Разложим многочлены 𝑃𝑖 (𝑤) , 𝑖 = 1, 2 в точке 𝛾1 на цилиндре

𝑉1 в ряд Тейлора

𝑃 (𝜔) = 𝑃 (𝛾1) + 𝑃 ′ (𝛾1) (𝜔 − 𝛾1) +
1

2
𝑃 ′′ (𝛾1)

2 +
𝑛∑︁

𝑗=3

(𝑗!)−1 𝑃 (𝑗) (𝛾11) (𝜔 − 𝛾1)
𝑗 (21)

Из леммы 2 из неравенства |𝑃1 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 имеем⃒⃒
𝑃 ′ (𝛾1)

⃒⃒−1

𝑝
|𝜔 − 𝛾1|𝑝 ≪ 𝑄− 5

2

Остальные слагаемые в (21) оцениваются лучше и поэтому |𝑃1 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 . Многочлен 𝑃2 (𝜔)

также допускает на 𝑉1 оценку |𝑃2 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑣2 . Многочлен 𝑅 (𝜔) = 𝑃2 (𝜔)− 𝑃1 (𝜔) есть целое
число 𝑏, |𝑏| ≤ 2𝑄 и поэтому |𝑏|𝑝 >

1
2𝑄

−1.
Введем два „прямоугольника“

𝜎 (𝑃 ) : |𝑥− 𝛼1| < 2𝑛𝑄−𝑣1 |𝑃 ′ (𝛼1)| , |𝜔 − 𝛾1|𝑝 < 𝑄−𝑣2 |𝑃 ′ (𝛾1)) |−1
𝑝

𝜎2 (𝑃 ) : |𝑥− 𝛼1| < 𝑐11 |𝑃 ′ (𝛼1)|−1 , |𝜔 − 𝛾1|𝑝 < 𝑄−𝛿2 |𝑃 ′ (𝛾1)) |−1
𝑝
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Справедливо неравенство
𝜇𝜎 (𝑃 ) < 2𝑛𝑐11𝜇𝜎1 (𝑃 )𝑄

−𝑣1−𝑣2

поскольку прямоугольники 𝜎1 (𝑃 ) и 𝜎2 (𝑃 ) не пересекаются, то при подходящем выборе 𝛿0
имеем ∑︀

𝑃∈𝑉 (�̄�) 𝜇𝜎1 (𝑃 ) < 𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) ,∑︀
𝑃∈𝑉 (�̄�) 𝜇𝜎 (𝑃 ) < 𝛿02

2𝑛+1𝑐11𝑄
−𝑣1−𝑣2+𝑛𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) <

1
32𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) .

Зафиксируем 𝑝1, 𝑞1 и предположим, что количество полиномов 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫𝑛 (𝑄) с такими вели-
чинами не превосходит

#𝒫𝑛 (𝑄, 𝑝1, 𝑞1) ≪ 𝑄𝑛+1−𝑝1−𝑞1 . (22)

Тогда воспользуемся леммами 1 и 2 и (22) и получим оценку меры покрытия множества
решений системы неравенств 1

32𝜇 (𝐼1 ×𝐾1). Если верно противоположное () неравенство, то
существуют интервалы 𝐿1, 𝜇1𝐿1 = 𝑄−𝑙2𝑇−1 и цилиндры 𝑀1, 𝜇2𝑀1 = 𝑄−𝑘2𝑇−1 , такие, что

#𝒫𝑛

(︀
𝑄, 𝑝1 + 𝑙2𝑇

−1, 𝑞1 + 𝑘2𝑇−1
)︀
≫ 𝑄𝑛+1−(𝑝1+𝑙2𝑇−1+𝑞1+𝑘2𝑇−1). (23) (23)

Обозначим 𝑚 = 𝑝1 + 𝑙2𝑇
−1 + 𝑞1 + 𝑘2𝑇

−1 и предположим, что 𝑛+ 1−𝑚 > 0 и

{𝑚} ≪ 𝜖. (24)

Зафиксируем вектор 𝑏1 =
(︀
𝑎𝑛, . . . , 𝑎[𝑚]+1

)︀
и разложим все многочлены 𝑃 (𝑥), удовлетворяющие

системе неравенств (16) в ряды, в точках 𝛼1𝑖, 𝛾1𝑖 на интервалах 𝐿1 и в цилиндрах𝑀1. Получим
оценки

max
𝑥∈𝐿1

|𝑃 (𝑥)| < 𝑄1−𝑝1−𝑙2𝑇−1
, max

𝜔∈𝑀1

|𝑃 (𝜔)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑞1−𝑘2𝑇−1
(25)

Применим к 𝑐11𝑄𝑛+1−(𝑝1+𝑙2𝑇−1+𝑞1+𝑘2𝑇−1) многочленам принцип ящиков Дирихле. Тогда полу-
чим, что неравенства (24) выполняются для многочленов у которых 𝑛−𝑚 первых коэффициен-
тов совпадают. Это означает, что для разности многочленов 𝑅𝑗 (𝑥) = 𝑃𝑗 (𝑥)−𝑃1 (𝑥) , 𝑗 = 2, . . .
выполняются неравенства

|𝑅𝑗 (𝑥)| ≪ 𝑄1−𝑝1−𝑙2𝑇−1, |𝑅𝑗 (𝑥)|𝑝 ≪ 𝑄−𝑞1−𝑘2𝑇−1, deg𝑅𝑗 ≤ [𝑚] . (26)

Если среди многочленов |𝑅𝑗 (𝑥)| найдутся хотя бы два многочлена без общих корней ни в C
ни в алгебраическом замыкании Q𝑝, то примениим к ним леммы 7 и 8. В данном случае

𝜏1 + 1 = 𝑝1 + 𝑙2𝑇
−1, 2

(︀
𝜏1 + 1− 𝑙2𝑇

−1
)︀
= 2𝑝1

𝜏2 = 𝑞1 + 𝑘2𝑇
−1, 2

(︀
𝜏2 − 𝑘2𝑇

−1
)︀
= 2𝑞1

Неравенство

3𝑝1 + 𝑙2𝑇
−1 + 3𝑞1 + 𝑘2𝑇

−1 < 2 [𝑚] + 𝛿 = 2𝑚+ 𝛿 −
(︀
2𝑝1 + 2𝑙2𝑇

−1 + 2𝑞1 + 2𝑘2𝑇
−1 + 𝛿

)︀
противоречиво, что завершает доказательство. Если неравенство (24) не выполняется, то вели-
чину 𝑙2𝑇 в определении меры 𝐿1 надо заменить на 𝑙2𝑇 + 1

2 и вновь получить противоречивость
неравенства (25).

Если среди 𝑅𝑥 (𝑥) нет полиномов без общих корней, то полиномы 𝑅𝑗 (𝑥) приводимы. За-
пишем их в виде

𝑅𝑗 (𝑥) = 𝑡1𝑗 (𝑥) 𝑡2𝑗 (𝑥) .

Обозначим
𝑠 = [𝑚] = 𝑙2𝑇

−1 + 𝑝1 + 𝑘2𝑇
−1 + 𝑞1 − 1 + 𝜃𝜖, |𝜃| ≤ 1
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где 𝑠 степень 𝑡1 (𝑥) = 𝑛1, (1 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑠− 1) — степень 𝑡12 (𝑥) = 𝑠 − 𝑛1 (1 ≤ 𝑠− 𝑛1 ≤ 𝑠− 1),
𝐻 (𝑡1𝑗) = 𝑄𝜆, 𝐻 (𝑡2𝑗) = 𝑄1−𝜆 — высоты многочленов 𝑡1𝑗 , 𝑡2𝑗 соответственно. Неравенство

|𝑅𝑗 (𝑥)| ≪ 𝑄−𝑚+𝜃𝜖

выполняется для всех (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐼1 ×𝐾1. Множество решений системы

|𝑡1𝑗 | < 𝑄−𝑎1 , |𝑡1𝑗 (𝜔)|𝑝 < 𝑄−𝑎2 (27)

обозначим 𝜎 (𝑡1𝑗), гду 𝑎1 и 𝑎2 такие действительные числа, при которых неравенства (27) верны
для (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐸1 ⊂ 𝐼1 ×𝐾1 с мерой 𝜇𝐸1 >

1
2𝜇𝜎 (𝑡1𝑗), а множество решений системы неравенств

|𝑡1𝑗 | < 𝑄−𝑎1−𝜖, |𝑡1𝑗 (𝜔)|𝑝 < 𝑄−𝑎2−𝜖

верна для (𝑥, 𝜔) ∈ 𝐸2 ⊂ 𝐼1 ×𝐾1, 𝜇𝐸2 <
1
2𝜇𝜎 (𝑡1𝑗).

Применим к системе неравенств (27) лемму (9). Получим, что система неравенств

|𝑡1𝑗 (𝑥)| < 𝑐12𝑄
−𝑎1 , |𝑡1𝑗 (𝜔)|𝑝 < 𝑐12𝑄

−𝑎2

выполняется для всех (𝑥, 𝜔) ∈ 𝜎 (𝑡1𝑗) как и система неравенств

|𝑡2𝑗 (𝑥)| ≪ 𝑄−𝑚+𝑎1+2𝜖, |𝑡2𝑗 |𝑝 ≪ 𝑄−𝑚+𝑎2+2𝜖1 . (28)

Многочлены 𝑡1𝑗 (𝑥) и 𝑡2𝑗 (𝑥) имеют степень < 𝑛 и поэтому по индукции множество решений
систем (27) и (28) можно покрыть прямоугольниками 𝐹1 и 𝐹2 суммарной мерой, не превосхо-
дящей

𝜇𝐹1 ≪ 𝑄−𝑎1−𝑎2+𝑛1 , 𝜇𝐹2 ≪ 𝑄−𝑚+𝑎1+𝑙2+𝑚−𝑛1+2𝜖

соответственно. Если справедливо хотя бы одно из неравенств

𝑎1 + 𝑎2 > 𝜆𝑛1, 𝑚− 𝑎1 − 𝑎2 > (1− 𝜆) (𝑚− 𝑛1) + 2𝜖1, (29)

то 𝜇 < 1
32𝜇 (𝐼1 ×𝐾1) и теоремы 2 доказана. Покажем, что система неравенств

𝑎1 + 𝑎2 ≤ 𝜆𝑛1, 𝑚− 𝑎1 − 𝑎2 ≤ (1− 𝜆) (𝑚− 𝑛1) + 2𝜖1,

несовместна на множестве

𝐷 =

{︂
0 ≤ 𝜆 ≤ 1
1,≤ 𝑛1 ≤ 𝑚− 1

}︂
На координатной плоскости (𝜆, 𝑛1) неравенства (29) представляют собой области лежащие
над гиперболами 𝜆𝑛1 = 𝑎1+𝑎2 и под гиперболой 𝑚−𝑎1−𝑎2 ≤ (1− 𝜆) (𝑚− 𝑛1)+2𝜖. покажем,
что эти гиперболы не пересекаются. Запишем равенство

𝜆𝑛1 = 𝑚− (𝑚− 𝑛1)− 2𝜖

и исследуем функцию 𝑓 (𝜆, 𝑛1) = 𝜆𝑛1 + (𝑚− 𝑛1) + 2𝜖 в области 𝐷 на максимум. получим, что
максимум достигается в точках (0,𝑚− 1) , (1, 1) и равен 𝑚− 1 + 2𝜖 < 𝑚 при 𝜖1 < 1

2 .
Приведенный метод действует при условии

𝑙2𝑇
−1 + 𝑝1 + 𝑘2𝑇−1 + 𝑞1 ≤ 𝑛+ 1.

Если же
𝑙2𝑇

−1 + 𝑝1 + 𝑘2𝑇−1 + 𝑞1 > 𝑛+ 1.

то можно использовать метод Фолькмана [15] и завершить доказательство.
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3. Заключение

Таким образом, было показано, как количество элементов множества 𝒜 (𝑛,𝑄) зависит от
параметров 𝑣1 и 𝑣2, определяющих меру множества 𝑉 . Установлено, что при 0 ≤ 𝑣1, 𝑣2 6 1

2 и
подходящей константе 𝑐1 множество 𝒜 (𝑛,𝑄) не пусто и количество его элементов не менее,
чем 𝑐1𝑄

𝑛+1−𝑣1−𝑣2 . Данный результат может быть использован для дальнейших исследований
оценок количества алгебраических точек из множеств малой меры и неархимедовой метрикой,
в частности, для получения аналогичного результата с другими ограничениями на 𝑣1 и 𝑣2.
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