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Аннотация

Это вторая статья из серии, посвящённой сеткам Смоляка. Работа относится к ана-
литической теории чисел и в ней рассматриваются вопросы приложения теории чисел к
задачам приближенного анализа.

В настоящей работе было показано, что для произвольной сетки Смоляка тригоно-
метрическая сумма сетки Смоляка 𝑆𝑞 (⃗0) = 1. Отсюда следует, что норма линейного
функционала приближенного интегрирования на классе 𝐸𝛼

𝑠 равна значению гиперболиче-
ской дзета-функции 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка. Показано, что гиперболическая дзета-
функция 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка является рядом Дирихле. Отсюда возникает вопрос
об аналитическом продолжении гиперболической дзета-функции 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смо-
ляка как функции произвольного комплексного 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Так как сетка Смоляка от-
носится к числу рациональных сеток, то у неё, оказывается, существует аналитическое
продолжение гиперболической дзета-функции 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка на всю ком-
плексную плоскость, кроме точки 𝛼 = 1, в которой у неё полюс порядка 𝑠.

Из работы следует, что остаются открытыми следующие вопросы:

1. является ли нормальным линейный оператор 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних по
сетке Смоляка при размерности 𝑠 > 3?

2. каковы истинные значения тригонометрических сумм 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) сетки Смоляка
при размерности 𝑠 > 3?

Ключевые слова: сетки Смоляка, квадратурные формулы с сетками Смоляка, интерпо-
ляционные формулы с сетками Смоляка.
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Abstract

This is the second article in a series dedicated to Smolyak grids. The paper relates to
analytical number theory and it deals with the application of number theory to problems of
approximate analysis.

In this paper, it was shown that for an arbitrary Smolyak grid, the trigonometric sum of
the Smolyak grid is 𝑆𝑞 (⃗0) = 1. It follows that the norm of the linear functional of approximate
integration on the class 𝐸𝛼

𝑠 is equal to the value of the hyperbolic zeta function 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) of
the resin grid. It is shown that the hyperbolic zeta function 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) of the Smolyak grid
is a Dirichlet series. This raises the question of the analytic continuation of the hyperbolic zeta
function 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) of the Smolyak grid as a function of an arbitrary complex 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡.
Since the Smolyak grid belongs to the number of rational grids, it turns out that it has an
analytical continuation of the hyperbolic zeta function 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) of the Smolyak grid on
the entire complex plane except for the point 𝛼 = 1, in which it has a pole of order 𝑠.

It follows from the work that the following questions remain open:

1. is the linear operator 𝐴𝑞 of weighted grid averages over the Smolyak grid at dimension
𝑠 > 3 normal?

2. what are the true values of the trigonometric sums 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) Smolyak grids with
dimension 𝑠 > 3?

Keywords: grid Smolyak, quadrature formulas with grids of Smolyak, interpolation formula
with grids of Smolyak.
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1. Введение

Рассмотрим 𝑠-мерные сетки Смоляка 𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) с параметром 𝑞 > 𝑠, которые определяются
как объединение всех обобщенных равномерных сеток 𝑀(𝜈1, . . . , 𝜈𝑠) с max(𝑠, 𝑞 − 𝑠 + 1) 6
6 𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠 6 𝑞, таким образом

𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) =

{︂(︂
𝑘1
2𝜈1

, . . . ,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

)︂⃒⃒⃒⃒
0 6 𝑘1 6 2𝜈1 − 1, . . . , 0 6 𝑘𝑠 6 2𝜈𝑠 − 1,

𝜈1, . . . , 𝜈𝑠 > 1, max(𝑠, 𝑞 − 𝑠+ 1) 6 𝜈1+ . . .+ 𝜈𝑠 6 𝑞

}︂
. (1)

Как известно (см. [31], стр. 170, формула (226)), при 𝑞 > 𝑠 квадратурные формулы с
сетками Смоляка имеют вид:

1∫︁
0

. . .

1∫︁
0

𝑓(𝑥1,. . ., 𝑥𝑠)𝑑𝑥1. . .𝑑𝑥𝑠=

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈1

,. . .,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

)︂
−𝑅𝑁(𝑞)[𝑓 ], (2)

где 𝐶𝑠(𝑞) = {𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠) ∈ N𝑠 | 𝜈1 + . . . + 𝜈𝑠 = 𝑞, 𝜈𝑗 > 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠)}, 𝑘(𝑞, 𝑠) = min(𝑞−
−𝑠, 𝑠 − 1), 𝑁(𝑞) = 𝑂

(︀
𝑞𝑠−12𝑞

)︀
— количество точек сетки Смоляка, и 𝑅𝑁(𝑞)[𝑓 ] — линейный

функционал погрешности приближенного интегрирования по сетке Смоляка.
Обозначим через 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) тригонометрическую сумму сетки Смоляка, определенную

равенством:

𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .

2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑒
2𝜋𝑖

(︁
𝑚1𝑘1
2𝜈1

+...+𝑚𝑠𝑘𝑠
2𝜈𝑠

)︁
.

Суммируя по 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠, получим

𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠 (𝑚𝑠), (3)

где

𝛿𝑎(𝑚) =

{︂
1, при 𝑚 ≡ 0 (mod 𝑎),
0, при 𝑚 ̸≡ 0 (mod 𝑎)

— символ Коробова. Если 𝑚 =
∏︀

𝑝 𝑝
𝜈𝑝(𝑚) — каноническое разложение на простые множители,

то 𝛿2𝜈 (𝑚) = 1 только при 𝜈 6 𝜈2(𝑚). Отсюда видно, что все значения тригонометрических
сумм сеток Смоляка целые числа.

Для нормы линейного функционала погрешности приближенного интегрирования по сетке
Смоляка на классе 𝐸𝛼

𝑠 справедливо равенство

‖𝑅𝑁 [.]‖𝐸𝛼
𝑠
=
⃒⃒⃒
𝑆𝑞 (⃗0)− 1

⃒⃒⃒
+

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=
⃒⃒⃒
𝑆𝑞 (⃗0)− 1

⃒⃒⃒
+ 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)), (4)

где гиперболическая дзета-функция 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка задается равенством

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) =

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

, 𝛼 > 1.

Лемма 1. Справедливо равенство 𝑆𝑞 (⃗0) = 1.
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Доказательство. Из определения тригонометрической суммы 𝑆𝑞 (⃗0) и элементарной ком-
бинаторики следует, что

𝑆𝑞 (⃗0) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

1 =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘−1.

При 𝑠 6 𝑞 6 2𝑠− 1 имеем:

𝑘(𝑞, 𝑠) = 𝑞 − 𝑠, 𝑆𝑞 (⃗0) =

𝑞−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘−1.

При 𝑞 = 𝑠 имеем

𝑆𝑠(⃗0) =
0∑︁

𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑠−𝑘−1 = 1

и утверждение верно.
При 𝑠 6 𝑞 < 2𝑠− 1 имеем:

𝑆𝑞+1(⃗0) =

𝑞+1−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘 =

𝑞−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘−1 +

𝑞+1−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−2
𝑞−𝑘−1

и утверждение верно, если показать, что при 𝑠 6 𝑞 6 2𝑠−2 справедливо равенство 𝑆(1)
𝑞 (⃗0) = 0,

где

𝑆(1)
𝑞 (⃗0) =

𝑞+1−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−2
𝑞−𝑘−1.

Положим при 𝑠 6 𝑞 6 2𝑠− 1− 𝜈, 1 6 𝜈 6 𝑠− 1

𝑆(𝜈)
𝑞 (⃗0) =

𝑞+𝜈−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘−1 .

При 𝑞 = 𝑠, 𝜈 = 𝑠− 1 имеем:

𝑆(𝑠−1)
𝑠 (⃗0) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

0
𝑠−𝑘−1 = (1− 1)𝑠−1 = 0.

При 𝑞 = 𝑠, 1 6 𝜈 6 𝑠− 1 имеем:

𝑆(𝜈)
𝑠 (⃗0) =

𝜈∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑠−𝑘−1 = 𝐶𝜈

𝑠−1

𝜈∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝜈 = 𝐶𝜈

𝑠−1(1− 1)𝜈 = 0.

Далее при 𝑠 6 𝑞 6 2𝑠− 2− 𝜈, 1 6 𝜈 6 𝑠− 2 получим:

𝑆
(𝜈)
𝑞+1(⃗0) =

𝑞+1+𝜈−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘 =

𝑞+𝜈−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘−1 +

𝑞+1+𝜈−𝑠∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−2−𝜈
𝑞−𝑘−1 =

= 𝑆(𝜈)
𝑞 (⃗0) + 𝑆(𝜈+1)

𝑞 (⃗0).

Из последнего рекуррентного равенства, двигаясь от 𝜈 = 𝑠 − 1 к 𝜈 = 1 и при каждом 𝜈 от
𝑞 = 𝑠 к 𝑞 = 2𝑠− 1− 𝜈, получим 𝑆

(𝜈)
𝑞 (⃗0) = 0. Отсюда следует, что 𝑆𝑞 (⃗0) = 1 и лемма доказана

при 𝑠 6 𝑞 6 2𝑠− 1.
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Перейдём к случаю 𝑞 > 2𝑠, тогда

𝑘(𝑞, 𝑠) = 𝑠− 1, 𝑆𝑞 (⃗0) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘−1.

Имеем рекуррентное соотношение

𝑆𝑞+1(⃗0) =
𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘 =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1
𝑞−𝑘−1 +

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−2
𝑞−𝑘−1 = 𝑆𝑞 (⃗0) + 𝑆(1)

𝑞 (⃗0),

где при 1 6 𝜈 6 𝑠− 1 и 𝑞 > 2𝑠− 1− 𝜈 полагаем

𝑆(𝜈)
𝑞 (⃗0) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘−1 .

При 𝜈 = 𝑠− 1, 𝑞 > 𝑠 получаем

𝑆(𝑠−1)
𝑞 (⃗0) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

0
𝑞−𝑘−1 = (1− 1)𝑠−1 = 0.

Так как ранее доказано равенство 𝑆(𝜈)
2𝑠−1−𝜈 (⃗0) = 0 для 1 6 𝜈 6 𝑠−2 и справедливо рекуррентное

равенство

𝑆
(𝜈)
𝑞+1(⃗0) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘 =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−1−𝜈
𝑞−𝑘−1 +

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝐶

𝑠−2−𝜈
𝑞−𝑘−1 =

= 𝑆(𝜈)
𝑞 (⃗0) + 𝑆(𝜈+1)

𝑞 (⃗0),

то проводя индукцию по 𝑞, получим 𝑆
(𝜈)
𝑞 (⃗0) = 0 при 1 6 𝜈 6 𝑠 − 2, 𝑞 > 2𝑠 − 1 − 𝜈. Отсюда

следует, что 𝑆𝑞 (⃗0) = 1 для любого 𝑞 > 𝑠 и лемма полностью доказана. 2

Теорема 1. Для нормы линейного функционала погрешности приближенного интегри-
рования по сетке Смоляка на классе 𝐸𝛼

𝑠 справедливо равенство

‖𝑅𝑁 [.]‖𝐸𝛼
𝑠
= 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)). (5)

Доказательство. Действительно, из доказанной леммы следует, что первое слагаемое в
формуле (4) равно 0, что доказывает утверждение теоремы. 2

Определим для любого натурального 𝑛 величину 𝑆𝑞(𝑛) равенством

𝑆𝑞(𝑛) =
∑︁

𝑚1...𝑚𝑠=𝑛

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|,

тогда справедливо равенство

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑆𝑞(𝑛)

𝑛𝛼
,

из которого видно, что гиперболическая дзета-функция сетки Смоляка задается рядом Дири-
хле, который абсолютно сходится в полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1.

Естественно возникает вопрос, а можно ли этот ряд Дирихле продолжить на всю ком-
плексную 𝛼-плоскость?

Цель данной статья — доказать, что такое аналитическое продолжение существует.
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2. Гиперболическая дзета-функция Гурвица

В этом разделе мы приведём без доказательства необходимые сведения о гиперболической
дзета-функции Гурвица из работы [12].

2.1. Периодизированная по вещественному параметру дзета-функция Гур-
вица и дзета-функция Гурвица второго рода

В дальнейшем будет использоваться периодизированная по вещественному параметру 𝑏
дзета-функция Гурвица

𝜁*(𝛼; 𝑏) =
∑︁

0<𝑛+𝑏

(𝑛+ 𝑏)−𝛼 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∞∑︀
𝑛=1

𝑛−𝛼, при {𝑏} = 0,

∞∑︀
𝑛=0

(𝑛+ {𝑏})−𝛼, при {𝑏} > 0

, (𝜎 > 1). (6)

Кроме того, определим дзета-функцию Гурвица второго рода 𝜁**(𝛼; 𝑏) равенством

𝜁**(𝛼; 𝑏) =
∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛𝛼
=

1

2

∞∑︁′

𝑛=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑏

𝑛𝛼
, (𝜎 > 1). (7)

По теореме Абеля (см. [37] стр. 106) получаем интегральное представление для периоди-
зированной дзета-функции Гурвица (𝜎 > 1):

𝜁*(𝛼; 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼

∞∫︁
1

[𝑥]𝑑𝑥

𝑥𝛼+1
, при {𝑏} = 0,

𝛼

∞∫︁
0

([𝑥] + 1)𝑑𝑥

(𝑥+ {𝑏})𝛼+1
= 𝛼

∞∫︁
{𝑏}

[𝑥+ 1− {𝑏}]𝑑𝑥
𝑥𝛼+1

, при {𝑏} ≠ 0

(8)

и интегральное представление для дзета-функции Гурвица второго рода (𝜎 > 1):

𝜁**(𝛼; 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼

∞∫︁
1

[𝑥]𝑑𝑥

𝑥𝛼+1
, при {𝑏} = 0,

𝛼

∞∫︁
1

(sin(𝜋(2[𝑥] + 1)𝑏)− sin(𝜋𝑏)) 𝑑𝑥

2 sin(𝜋𝑏)𝑥𝛼+1
, при {𝑏} ≠ 0,

(9)

которое получается из выражения для сумматорной функции при {𝑏} > 0

𝐴(𝑥) =

[𝑥]∑︁
𝑛=1

cos(2𝜋𝑛𝑏) =
1

sin(𝜋𝑏)

[𝑥]∑︁
𝑛=1

cos(2𝜋𝑛𝑏) sin(𝜋𝑏) =

=
1

2 sin(𝜋𝑏)

[𝑥]∑︁
𝑛=1

(sin(𝜋(2𝑛+ 1)𝑏)− sin(𝜋(2𝑛− 1)𝑏)) =
sin(𝜋(2[𝑥] + 1)𝑏)− sin(𝜋𝑏)

2 sin(𝜋𝑏)
.



106 Н. Н. Добровольский, Д. В. Горбачёв, В. И. Иванов

2.2. Аналитическое продолжение периодизированной по вещественному па-
раметру дзета-функции Гурвица

Нетрудно выписать различные явные формулы для аналитического продолжения на всю
комплексную плоскость, кроме точки 𝛼 = 1, периодизированной дзета-функции Гурвица. В
этой точке при всех вещественных значениях 𝑏 периодизированная дзета-функции Гурвица
имеет полюс первого порядка с вычетом равным 1.

Приведенные ниже формулы покрывают всю комплексную плоскость, задавая явный вид
аналитического продолжения 𝜁*(𝛼; 𝑏).

Лемма 2. Справедливы равенства

𝜁*(𝛼; 𝑏) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︁
0<𝑛+𝑏

(𝑛+ 𝑏)−𝛼, 𝜎 > 1,

1

2
+

1

𝛼− 1
− 𝐼2(𝛼; 0, 1),

{𝑏}=0,
𝜎>−1 ,

1

{𝑏}𝛼
− 1

2
+

1

𝛼− 1
+(1−{𝑏})

(︂
1−𝛼{𝑏}}

2

)︂
−𝐼2 (𝛼; 1−{𝑏}, {𝑏}) , {𝑏}≠0,

𝜎>−1 ,

2(2𝜋)𝛼−1Γ(1−𝛼)

(︃
sin

𝜋𝛼

2

∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛1−𝛼
+cos

𝜋𝛼

2

∞∑︁
𝑛=1

sin 2𝜋𝑛𝑏

𝑛1−𝛼

)︃
, 𝜎 < 0.

(10)

Доказательство. См. [12]. 2

2.3. Множитель Римана

Через

𝑀(𝛼) =
2Γ(1− 𝛼)

(2𝜋)1−𝛼
sin

𝜋𝛼

2
(11)

будем обозначать множитель из функционального уравнения для дзета-функции Римана (См.
[34], стр. 19)

𝜁(𝛼) =𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼).

Легко проверить, что
𝑀(𝛼) ·𝑀(1− 𝛼) = 1. (12)

Множитель 𝑀(𝛼) называется множителем Римана, а формулу (12) — формулой допол-
нения для множителя Римана.

Из свойств гамма-функции, определения (11) и формулы дополнения (12) следует, что
множитель Римана — аналитическая функция для любого комплексного 𝛼, кроме точек 𝛼 =
1, 3, 5, . . . — нечетных натуральных значений, где он имеет полюс первого порядка.

Действительно, при 𝛼 = 𝑛 ∈ N имеется полюс первого порядка у гамма-функции Γ(1− 𝛼)
и это все полюса, а множитель sin 𝜋𝛼

2 имеет значения

sin
𝜋𝑛

2
=

{︂
(−1)𝑚, при 𝑛 = 1 + 2𝑚, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . .
0, при 𝑛 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N.
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Поэтому при нечетных натуральных значениях 𝛼 = 1, 3, 5, . . . множитель Римана 𝑀(𝛼) имеет
полюса с вычетом

Res
𝛼=1+2𝑛

𝑀(𝛼) =
2(−1)𝑛

(2𝜋)−2𝑛
Res

𝛼=−2𝑛
Γ(𝛼) =

2(−1)𝑛(2𝜋)2𝑛

(2𝑛)!
. (13)

При натуральных четных значений 𝛼 = 2𝑛, (𝑛 ∈ N) имеем:

𝑀(𝛼) = lim
𝛼→2𝑛

2Γ(1− 𝛼)

(2𝜋)1−𝛼
sin

𝜋𝛼

2
=

2

(2𝜋)1−2𝑛
lim

𝛼→2𝑛
Γ(1− 𝛼)(1− 𝛼− (1− 2𝑛))·

· lim
𝛼→2𝑛

sin 𝜋𝛼
2

𝜋(𝛼2 − 𝑛)
lim

𝛼→2𝑛

𝜋(𝛼2 − 𝑛)

2𝑛− 𝛼
=

2

(2𝜋)1−2𝑛
· (−1)2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
·
(︁
−𝜋
2

)︁
=

(2𝜋)2𝑛

2 · (2𝑛− 1)!
.

По свойствам гаммы функции Γ(1 + 2𝑛) = (2𝑛)!, (𝑛 = 0, 1, 2, . . .). Поэтому в четных отри-
цательных значениях 𝛼 множитель Римана имеет нули первого порядка

𝑀(−2𝑛) =
2Γ(1 + 2𝑛)

(2𝜋)1+2𝑛
sin(−𝜋𝑛) = 0, 𝑛 ∈ N0 = N

⋃︁
{0}. (14)

Так как гамма-функция не имеет нулей на всей комплексной плоскости, то нули множителя
Римана являются нулями функции sin 𝜋𝛼

2 и формулой (14) исчерпываются все нули множителя
Римана.

Наконец, в точках 𝛼 = −1,−3,−5, . . . имеем:

𝑀(𝛼) =𝑀(1− 2𝑛) =
2Γ(2𝑛)

(2𝜋)2𝑛
sin

𝜋(1− 2𝑛)

2
=

2(2𝑛− 1)!(−1)𝑛

(2𝜋)2𝑛
, (𝑛 ∈ N)

и

𝑀

(︂
1

2

)︂
=

2Γ
(︀
1
2

)︀
(2𝜋)

1
2

sin
𝜋

4
=

2
√
𝜋

(2𝜋)
1
2

√
2

2
= 1.

Следующая лемма является своеобразным функциональным уравнением для периоди-
зированной по параметру 𝑏 дзета-функции Гурвица и дзета-функции Гурвица второго рода.

Лемма 3. Для 0 < 𝑏 < 1 в левой полуплоскости 𝜎 < 0 справедливо равенство

𝜁*(𝛼; 𝑏) + 𝜁*(𝛼; 1− 𝑏) = 2𝑀(𝛼)
∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛1−𝛼
= 2𝑀(𝛼)𝜁**(1− 𝛼; 𝑏) =

=𝑀(𝛼)

∞∑︁′

𝑛=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑏

𝑛1−𝛼 . (15)

Доказательство. См. [12]. 2

Эта лемма наводит на мысль, что удобно ввести две новые функции:

𝜁*(𝛼; 𝑏) = 𝜁*(𝛼; 𝑏) + 𝜁*(𝛼; 1− 𝑏) =

∞∑︁′

𝑛=−∞

1

|𝑛+ 𝑏|𝛼
,

которые называются дзета-функцией Гурвица первого рода, и

𝜁**(𝛼; 𝑏) =

∞∑︁′

𝑛=−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑏

|𝑛|𝛼
,

которая называется симметризованной дзета-функцией Гурвица второго рода.

В новых обозначениях равенство (15) приобретет более элегантный вид:

𝜁*(𝛼; 𝑏) =𝑀(𝛼)𝜁**(1− 𝛼; 𝑏). (16)
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2.4. Аналитическое продолжение дзета-функции Гурвица второго рода

Теперь нетрудно доказать аналог леммы 2 (стр. 106) для дзета-функции Гурвица второго
рода.

Лемма 4. Справедливы равенства

𝜁**(𝛼; 𝑏) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑛=1

cos 2𝜋𝑛𝑏

𝑛𝛼
, 𝜎 > 1,

1

2
+

1

𝛼− 1
− 𝐼2(𝛼; 0, 1),

{𝑏}=0,
𝜎>−1 ,

𝛼(𝛼+ 1)

∞∫︁
1

(︁
sin(𝜋(2[𝑥] + 1)𝑏){𝑥}+ cos(2𝜋𝑏)−cos(2𝜋[𝑥]𝑏)

2 sin(𝜋𝑏)

)︁
𝑑𝑥

2 sin(𝜋𝑏)𝑥𝛼+2
− 1

2
, {𝑏}≠0,

𝜎>−1 ,

𝑀(𝛼)

2

∑︁
𝑛∈Z

1

𝑛+ 𝑏
1−𝛼 =

𝑀(𝛼)

2
(𝜁*(1− 𝛼; 𝑏) + 𝜁*(1− 𝛼; 1− 𝑏)) , {𝑏}≠0,

𝜎<0 ,

𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼), {𝑏}=0,
𝜎<0 .

(17)

Доказательство. См. [12]. 2

Замечание 1. Из лемм 3 и 4 следует, что для любых 𝛼 ̸= 1 справедливы равенства

𝜁**(𝛼; 𝑏) =

{︂
𝜁(𝛼), при {𝑏} = 0;
𝑀(𝛼)

2 (𝜁*(1− 𝛼; 𝑏) + 𝜁*(1− 𝛼; 1− 𝑏)) , при {𝑏} > 0.

Используя обозначения на стр. 107, можно эти равенства переписать как одно

𝜁**(𝛼; 𝑏) =𝑀(𝛼)𝜁*(1− 𝛼; 𝑏).

Лемма 5. Справедливо равенство

𝑞−1∑︁
𝑙=1

𝑞−𝛼

(︂
𝜁*
(︂
𝛼;
𝑙

𝑞

)︂
+ 𝜁*

(︂
𝛼; 1− 𝑙

𝑞

)︂)︂
= 2𝜁(𝛼)

(︀
1− 𝑞−𝛼

)︀
. (18)

Доказательство. См. [12]. 2

Замечание 2. Используя обозначения на стр. 107, можно формулировку доказанной лем-
мы переписать в более элегантном виде:

𝑞−1∑︁
𝑙=0

𝑞−𝛼𝜁*
(︂
𝛼;
𝑙

𝑞

)︂
= 𝜁*(𝛼), (19)

где

𝜁*(𝛼) =

∞∑︁′

𝑛=−∞

1

|𝑛|1−𝛼
.
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3. Определение и свойства гиперболической дзета-функции Гур-
вица

Определение 1. Гиперболической дзета-функцией Гурвица при 𝑑 ̸= 0, 𝑑, 𝑏 ∈ R назы-
вается функция 𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏), заданная в правой 𝛼-полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 (𝜎 > 1)
равенством 3

𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏) =
∑︁
𝑚∈Z

(︀
𝑑𝑚+ 𝑏

)︀−𝛼
. (20)

Если мы рассмотрим сдвинутую одномерную решетку Λ(𝑑, 𝑏) = 𝑑Z+ 𝑏, то для гиперболи-
ческой дзета-функции этой сдвинутой решетки мы получим

𝜁𝐻(Λ(𝑑, 𝑏)|𝛼) =

⎧⎨⎩
𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏), при

{︀
𝑏
𝑑

}︀
̸= 0,

𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏)− 1, при
{︀
𝑏
𝑑

}︀
= 0.

(21)

Кроме этого нам потребуется дзета-функция сдвинутой решетки 𝜁(Λ(𝑑, 𝑏)|𝛼), которая за-
дается равенством

𝜁(Λ(𝑑, 𝑏)|𝛼) =
∑︁′

𝑚∈Z
|𝑑𝑚+ 𝑏|−𝛼, 𝜎 > 1, (22)

где
∑︀′ означает, что из области суммирования исключена точка 𝑚, для которой 𝑑𝑚+ 𝑏 = 0,

и аналитическая функция 𝑓1(𝛼; 𝑑, 𝑏), задаваемая равенством

𝑓1(𝛼; 𝑑, 𝑏) =
∑︁′

−1<𝑑𝑚+𝑏<1

(︀
1− |𝑑𝑚+ 𝑏|−𝛼

)︀
. (23)

Ясно, что справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑑, 𝑏)|𝛼) = 𝜁(Λ(𝑑, 𝑏)|𝛼) + 𝑓1(𝛼; 𝑑, 𝑏). (24)

Будем, как обычно, через ‖𝑏‖ = min({𝑏}, 1 − {𝑏}) обозначать расстояние до ближайшего
целого. Как хорошо известно, функция ‖𝑏‖ — чётная: ‖𝑏‖ = ‖ − 𝑏‖.

В работе [13] рассматривалась аналитическая по 𝛼 функция 𝑓(𝛼, 𝑑), заданная равенством

𝑓(𝛼, 𝑑) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, при 𝑑 > 1,∑︁
16|𝑚|6[ 1𝑑 ]

(︂
1− 1

|𝑑𝑚|𝛼

)︂
, при 0 < 𝑑 < 1. (25)

Ясно, что
𝑓1(𝛼; 𝑑, 0) = 𝑓(𝛼, 𝑑). (26)

Положим

𝑓*1 (𝛼; 𝑑, 𝑏) =

⎧⎨⎩
𝑓1
(︀
𝛼; |𝑑|, |𝑑|

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀
, при

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
̸= 0;

𝑓1
(︀
𝛼; |𝑑|, |𝑑|

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀
+ 1, при

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
= 0.

(27)

Лемма 6. Для гиперболической дзета-функции Гурвица 𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏) в правой 𝛼-полуплос-
кости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 (𝜎 > 1) справедливы равенства

𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏) = 𝜁𝐻

(︂
𝛼; |𝑑|, |𝑑|

⃦⃦⃦⃦
𝑏

𝑑

⃦⃦⃦⃦)︂
=

= 𝜁

(︂
Λ

(︂
|𝑑|, |𝑑|

⃦⃦⃦⃦
𝑏

𝑑

⃦⃦⃦⃦)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂
+ 𝑓*1

(︂
𝛼; |𝑑|, |𝑑|

⃦⃦⃦⃦
𝑏

𝑑

⃦⃦⃦⃦)︂
. (28)

3Здесь и далее для вещественных 𝑚 используем обозначение 𝑚 = max(1, |𝑚|).
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Доказательство. См. [12]. 2

Лемма 7. Справедливо равенство

𝑓1

(︂
𝛼; |𝑑|, |𝑑|

⃦⃦⃦⃦
𝑏

𝑑

⃦⃦⃦⃦)︂
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при |𝑑| > 1,
⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
= 0;∑︁

16|𝑚|6
[︁

1
|𝑑|

]︁
(︂
1− 1

|𝑑𝑚|𝛼

)︂
, при 0 < |𝑑| < 1,

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
= 0;

0, при |𝑑| > 2,
⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
> 1

|𝑑| ;

1−
(︀
|𝑑|
⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀−𝛼
, при |𝑑| > 2, 0 <

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
< 1

|𝑑| ;

2−
(︀
|𝑑|
⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀−𝛼 −
(︀
|𝑑| − |𝑑|

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀−𝛼
, при

{︂
16|𝑑|<2,

‖ 𝑏
𝑑‖>

⃦⃦⃦
1
|𝑑|

⃦⃦⃦ ;

1−
(︀
|𝑑|
⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦)︀−𝛼
, при

{︂
16|𝑑|<2,

0<‖ 𝑏
𝑑‖6

⃦⃦⃦
1
|𝑑|

⃦⃦⃦ ;

[| 1𝑑 |−‖ 𝑏
𝑑‖]∑︁

𝑚=−
[︁

1
|𝑑|+‖ 𝑏

𝑑‖
]︁
(︃
1−

(︂
|𝑑|
⃒⃒⃒⃒
𝑚+

⃦⃦⃦⃦
𝑏

𝑑

⃦⃦⃦⃦⃒⃒⃒⃒)︂−𝛼
)︃
, при 0 < |𝑑| < 1, 0 <

⃦⃦
𝑏
𝑑

⃦⃦
.

(29)

Доказательство. См. [12]. 2

Теорема 2. В полуплоскости 𝜎 < 0 справедливы тождества:

𝜁𝐻(𝛼; 𝑑, 𝑏) = 𝑓*1 (𝛼; 𝑑, 𝑏) +
2𝑀(𝛼)

|𝑑|𝛼
·

∞∑︁
𝑚=1

cos
(︀
2𝜋𝑚 𝑏

𝑑

)︀
𝑚1−𝛼

=

= 𝑓*1 (𝛼; 𝑑, 𝑏) +
2𝑀(𝛼)

|𝑑|𝛼
· 𝜁**

(︂
1− 𝛼,

𝑏

𝑑

)︂
. (30)

Доказательство. См. [12]. 2

4. Рациональные сетки

Пусть сетка 𝑀 — рациональная со знаменателем 𝑝, то есть в 𝑠-мерном кубе 𝐺𝑠 = {𝑥⃗ | 0 6
6 𝑥𝑖 < 1 (𝑖 = 1, . . . , 𝑠)} имеется 𝑁 рациональных точек вида(︃

𝑥
(𝑘)
1

𝑝
, . . . ,

𝑥
(𝑘)
𝑠

𝑝

)︃
𝑘 = 1, . . . , 𝑁, (31)

𝑥
(𝑘)
𝑖 — целые, 0 6 𝑥(𝑘)𝑖 6 𝑝− 1, 𝑝 — натуральное.

Нетрудно видеть, что сетка Смоляка 𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) с параметром 𝑞 > 𝑠 является рациональной
сеткой со знаменателем 𝑝 = 2𝑞−𝑠+1.

Рассмотрим на пространстве периодических функций 𝐸𝛼
𝑠 линейный оператор 𝐴𝑞 взвешен-

ных сеточных средних по сетке Смоляка заданный равенством

𝑔(𝑥⃗) = 𝐴𝑞𝑓(𝑥⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .
2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈1

+ 𝑥1,. . .,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

+ 𝑥𝑠

)︂
. (32)

Обозначим через 𝐴𝑞𝐶(𝑚⃗) действие линейного оператора 𝐴𝑞 на коэффициенты Фурье функции
𝑓(𝑥⃗).
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Лемма 8. Для любой периодической функции 𝑓(𝑥⃗) из пространства 𝐸𝛼
𝑠 и её коэффици-

ентов Фурье 𝐶(𝑚⃗) разложения в ряд Фурье

𝑓(𝑥⃗) =
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗) (33)

справедливо равенство

𝐴𝑞𝐶(𝑚⃗) = 𝑆𝑞(𝑚⃗)𝐶(𝑚⃗) (34)

где 𝑆𝑞(𝑚⃗) — тригонометрическая сумма сетки Смоляка.
Кроме того, справедлива тривиальная оценка для нормы образа

‖𝐴𝑞𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠
6 sup

𝑚⃗∈Z𝑠
|𝑆𝑞(𝑚⃗)| ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
. (35)

Доказательство. Действительно,

𝑔(𝑥⃗) = 𝐴𝑞𝑓(𝑥⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .
2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

𝑓

(︂
𝑘1
2𝜈1

+ 𝑥1,. . .,
𝑘𝑠
2𝜈𝑠

+ 𝑥𝑠

)︂
=

=

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

2𝑞−𝑘

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

2𝜈1−1∑︁
𝑘1=0

. . .
2𝜈𝑠−1∑︁
𝑘𝑠=0

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝐶(𝑚⃗)𝑒
2𝜋𝑖

(︁
𝑚1

(︁
𝑥1+

𝑘1
2𝜈1

)︁
+...+𝑚𝑠(𝑥𝑠+

𝑘𝑠
2𝜈𝑠 )

)︁
=

=
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞
𝑆𝑞(𝑚⃗)𝐶(𝑚⃗)𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗), (36)

‖𝐴𝑞𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼
𝑠
= sup

𝑚⃗
|𝑆𝑞(𝑚⃗)𝐶(𝑚⃗)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)

𝛼 6

6 sup
𝑚⃗∈Z𝑠

|𝑆𝑞(𝑚⃗)| sup
𝑚⃗

|𝐶(𝑚⃗)|(𝑚1 . . .𝑚𝑠)
𝛼 = sup

𝑚⃗∈Z𝑠
|𝑆𝑞(𝑚⃗)| ‖𝑓(𝑥⃗)‖𝐸𝛼

𝑠
, (37)

что и доказывает утверждение леммы. 2

Определение 2. Назовем линейный оператор 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних по сет-
ке Смоляка нормальным, если он не увеличивает норму любой функции из класса 𝐸𝛼

𝑠 .

Очевидно, что необходимым и достаточным условием нормальности линейного операто-
ра 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних является ограниченность сверху единицей модуля всех
тригонометрических сумм сетки Смоляка: |𝑆𝑞(𝑚⃗)| 6 1 (𝑚⃗ ∈ Z𝑠). Как показано в работе [18],
тригонометрические суммы двумерной сетки Смоляка принимают только три значения: 1, 0,
-1. Поэтому оператор взвешенных сеточных средних для двумерных сеток Смоляка — нор-
мальный.

Из доказанной леммы следует, что собственными функциями линейного оператора 𝐴𝑞 взве-
шенных сеточных средних для сеток Смоляка является набор базисных функций 𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗)

(𝑚⃗ ∈ Z𝑠) за исключением тех гармоник, которые переходят в ноль, то есть принадлежат ядру
оператора. Собственными значениями являются соответствующие тригонометрические сумм
сеток Смоляка 𝑆𝑞(𝑚⃗) отличные от нуля.

Таким образом, нормальные линейные операторы 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних выде-
ляются условием, что все собственные значения этих операторов не превосходят по модулю
единицу.
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5. Тригонометрические суммы сетки Смоляка

Из равенства (3) непосредственно следует, что тригонометрическая сумма сетки Смоляка
𝑆𝑞(𝑚⃗) равна 0, если хоть одно значение 𝑚𝑗 — нечетное число, поэтому далее будем предпола-
гать, что все координаты целого вектора 𝑚⃗ — четные числа.

По аналогии с леммой 1 (см. стр. 102) нам потребуются следующие суммы:

𝑆(𝜈)
𝑞 (𝑚⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠−𝜈)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1

∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈 (𝑚𝑠−𝜈), 𝑞 > 𝑠− 𝜈, 1 6 𝜈 6 𝑠− 1.

Напомним, что 𝑘(𝑞, 𝑠− 𝜈) = min(𝑞 − 𝑠+ 𝜈, 𝑠− 𝜈 − 1).

Лемма 9. Справедливо рекуррентное равенство

𝑆
(𝜈)
𝑞+1(𝑚⃗) = 𝑆(𝜈)

𝑞

(︁(︁
𝑚1, . . . ,𝑚𝑠−𝜈−1,

𝑚𝑠−𝜈

2

)︁)︁
+ 𝑆(𝜈+1)

𝑞 ((𝑚1, . . . ,𝑚𝑠−𝜈−1)) . (38)

Доказательство. Разобьём множество

𝐶𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) = {𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈) ∈ N𝑠−𝜈 | 𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠−𝜈 = 𝑞 − 𝑘, 𝜈𝑗 > 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 𝜈)}

на два подмножества 𝐶(1)
𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) и 𝐶(2)

𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘), заданные равенствами

𝐶
(1)
𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) =

{︂
𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1, 𝜈𝑠−𝜈 + 1) ∈ N𝑠−𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠−𝜈 = 𝑞 − 𝑘 − 1,

𝜈𝑗 > 1, (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 𝜈)

}︂
,

𝐶
(2)
𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) =

{︂
𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1, 1) ∈ N𝑠−𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜈1 + . . .+ 𝜈𝑠−𝜈−1 = 𝑞 − 𝑘 − 1,

𝜈𝑗 > 1, (𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 𝜈 − 1)

}︂
.

Имеются следующие взаимно однозначные отображения:

𝐶
(1)
𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) ↔ 𝐶𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘 − 1) : 𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1, 𝜈𝑠−𝜈 + 1) ↔ 𝜈 ′ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1, 𝜈𝑠−𝜈),

𝐶
(2)
𝑠−𝜈(𝑞 − 𝑘) ↔ 𝐶𝑠−𝜈−1(𝑞 − 𝑘 − 1) : 𝜈⃗ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1, 1) ↔ 𝜈 ′ = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑠−𝜈−1).

Отсюда следует, что∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈 (𝑚𝑠−𝜈) =
∑︁

𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈(𝑞−𝑘−1)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈−1 (𝑚𝑠−𝜈−1)𝛿2𝜈𝑠−𝜈+1(𝑚𝑠−𝜈)+

+
∑︁

𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈−1(𝑞−𝑘−1)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈−1 (𝑚𝑠−𝜈−1)𝛿2(𝑚𝑠−𝜈) =

=
∑︁

𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈(𝑞−𝑘−1)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈−1 (𝑚𝑠−𝜈−1)𝛿2𝜈𝑠−𝜈

(︁𝑚𝑠−𝜈

2

)︁
+

+𝛿2(𝑚𝑠−𝜈)
∑︁

𝜈⃗∈𝐶𝑠−𝜈−1(𝑞−𝑘−1)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠−𝜈−1 (𝑚𝑠−𝜈−1).

2

Лемма 10. Для сетки Смоляка 𝑆𝑚(𝑞, 𝑠) со знаменателем 𝑝 = 2𝑞−𝑠+1 тригонометриче-
ские суммы 𝑆𝑞(𝑚⃗) принимают конечное число различных значений, не превосходящее 𝑝𝑠.

Доказательство. Действительно, если

𝑥⃗𝑘 =

(︃
𝑥
(𝑘)
1

𝑝
, . . . ,

𝑥
(𝑘)
𝑠

𝑝

)︃
,
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то (𝑚⃗, 𝑥⃗𝑘) ∈ Z для любого 𝑚⃗ ∈ 𝑝 · Z𝑠, поэтому 𝑒2𝜋𝑖(𝑚⃗,𝑥⃗𝑘) = 1 и

𝑆𝑞(𝑚⃗) = 𝑆𝑞 (⃗0) = 1,

согласно лемме 1 (см. стр. 102).
Аналогично получаем, что

𝑆𝑞(𝑚⃗) = 𝑆𝑞(𝑚⃗+ 𝑝 · 𝑛⃗).

Следовательно, все различные значения тригонометрических сумм 𝑆𝑞(𝑚⃗) содержатся сре-
ди значений для 𝑚⃗ ∈ [−𝑝1, 𝑝2]𝑠, где 𝑝1 =

[︁
𝑝−1
2

]︁
и 𝑝2 =

[︀𝑝
2

]︀
. 2

Пусть 𝑁𝑠(𝑞, 𝑛⃗) — число решений в натуральных числах системы{︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑠 = 𝑞
1 6 𝑥𝑗 6 𝑛𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑠.

Из элементарной комбинаторики известно, что 𝑁𝑠(𝑞, 𝑛⃗) 6 𝐶𝑠−1
𝑞 < 𝑞𝑠−1. Отсюда следует, что

утверждение леммы 10 можно существенно уточнить, но мы этого делать не будем так как в
последующих статьях предполагаем найти конечное выражение для значений этих сумм.

Положим 𝑛⃗(𝑚⃗) = (𝜈2(𝑚1), . . . , 𝜈2(𝑚𝑠)), тогда∑︁
𝜈⃗∈𝐶𝑠(𝑞−𝑘)

𝛿2𝜈1 (𝑚1) . . . 𝛿2𝜈𝑠 (𝑚𝑠) = 𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗(𝑚⃗)).

Очевидно, что справедливо равенство

𝑆𝑞(𝑚⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗(𝑚⃗)).

Ясно, что 𝑁𝑠(𝑞, 𝑛⃗) = 0, если хоть одно 𝑛𝑗 6 0 или 𝑞 6 0, или даже 𝑞 < 𝑠. Таким образом,
мы допускаем любые целые значения для 𝑞 и 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠, кроме того, для 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 допус-
кается значение +∞, которое означает, что отсутствует ограничение для соответствующей
неизвестной.

Нетрудно видеть, что 𝑁𝑠(𝑞, 𝑛⃗) > 0 только при 𝑞 > 𝑠 и 𝑞 6 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑠, когда все 𝑛1, . . . ,
𝑛𝑠 — натуральные или +∞.

Заметим, что 𝑆𝑞(𝑚⃗) и 𝑁𝑠(𝑞, 𝑛⃗) не меняются при любой перестановке координат 𝑚1, . . . , 𝑚𝑠

или, соответственно, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠.
Для произвольного вектора 𝑛⃗ через 𝑛⃗* обозначим вектор (𝑛*1, . . . , 𝑛

*
𝑠), координаты которого

образуют перестановку координат (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠) с условием 𝑛*1 > 𝑛
*
2 > . . . > 𝑛

*
𝑠.

Обозначим через 𝑆*
𝑞,𝑠,𝑙(𝑛⃗), где при 1 6 𝑙 6 𝑠 вектор 𝑛⃗ = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) — произвольный

упорядоченный целочисленный вектор 𝑛1 > 𝑛2 > . . . > 𝑛𝑙, сумму

𝑆*
𝑞,𝑠,𝑙(𝑛⃗) =

𝑠−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝑁𝑙(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗).

Лемма 11. Справедливо равенство

𝑆𝑞(𝑚⃗) = 𝑆*
𝑞,𝑠,𝑠(𝑛⃗

*(𝑚⃗)).

Доказательство. Действительно, из равенства

𝑆𝑞(𝑚⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗(𝑚⃗))
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следует, что

𝑆𝑞(𝑚⃗) =

𝑘(𝑞,𝑠)∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗*(𝑚⃗)).

Нетрудно видеть, что

𝑆*
𝑞,𝑠,𝑠(𝑛⃗

*(𝑚⃗))− 𝑆𝑞(𝑚⃗) =

𝑠−1∑︁
𝑘=𝑘(𝑞,𝑠)+1

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑠−1𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗*(𝑚⃗)) = 0,

так как либо сумма по 𝑘 пустая, если 𝑘(𝑞, 𝑠) = 𝑠 − 1, либо все слагаемые равны нулю, если
𝑘(𝑞, 𝑠) = 𝑞 − 𝑠, так как в этом случае 𝑞 − 𝑘 < 𝑠 и 𝑁𝑠(𝑞 − 𝑘, 𝑛⃗*(𝑚⃗)) = 0. 2

Лемма 12. При 𝑛𝑙 > 1 справедливо равенство

𝑆*
𝑞,𝑠,𝑙(𝑛⃗) = 𝑆*

𝑞−1,𝑠,𝑙((𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1, 𝑛𝑙 − 1)) + 𝑆*
𝑞−1,𝑠,𝑙−1((𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1)).

Доказательство. Множество решений системы{︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑙 = 𝑞 − 𝑘
1 6 𝑥𝑗 6 𝑛𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑙

разобьём на два подмножества{︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑙−1 + (𝑥𝑙 + 1) = 𝑞 − 𝑘
1 6 𝑥𝑗 6 𝑛𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑙 − 1, 1 6 𝑥𝑙 6 𝑛𝑙 − 1

и {︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑙−1 + 1 = 𝑞 − 𝑘
1 6 𝑥𝑗 6 𝑛𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑙 − 1.

Число решений в первом подмножестве равно 𝑁𝑙(𝑞 − 𝑘 − 1, (𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1, 𝑛𝑙 − 1)), а во втором
равно 𝑁𝑙−1(𝑞 − 𝑘 − 1, (𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1)), что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 13. При 𝑛𝑙 > 1 справедливо равенство

𝑆*
𝑞,𝑠,𝑙(𝑛⃗) =

𝑙−2∑︁
𝜈=0

𝑆*
𝑞−1−𝜈,𝑠,𝑙−𝜈((𝑛1, . . . , 𝑛𝑙−1−𝜈 , 𝑛𝑙−𝜈 − 1)) + 𝑆*

𝑞−𝑙+1,𝑠,1((𝑛1)).

Доказательство. Действительно, применяя последовательно лемму 12 𝑙−2 раза ко вто-
рому слагаемому, получим утверждение леммы. 2

6. Аналитическое продолжение

Рассмотрим сетку Смоляка 𝑆𝑚(𝑞, 𝑠), которая является рациональной сеткой 𝑀 вида (31)
(см. стр. 110) со знаменателем 𝑝 = 2𝑞−𝑠+1, и соответствующую гиперболическую дзета-функ-
цию сетки

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) =

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

, 𝛼 > 1.

Согласно лемме 10 (см. стр. 112) имеется не более 𝑝𝑠 различных значений тригономет-
рических сумм 𝑆𝑞(𝑚⃗). Отсюда следует, что гиперболическую дзета-функцию сетки Смоляка
𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) можно выразить через гиперболическую дзета-функцию Гурвица.



О трёхмерных сетках Смоляка II 115

Лемма 14. Для 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1 справедливо равенство

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) = −|𝑆𝑞 (⃗0)|+
2𝑞−𝑠+1−1∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=0

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
𝑠∏︁

𝜈=1

𝜁𝐻(𝛼; 2𝑞−𝑠+1,𝑚𝜈). (39)

Доказательство. Действительно, согласно определению гиперболической дзета-функ-
ции сетки Смоляка имеем:

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) =

∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

= −|𝑆𝑞 (⃗0)|+
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼

=

= −|𝑆𝑞 (⃗0)|+
2𝑞−𝑠+1−1∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=0

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
∞∑︁

𝑘1,...,𝑘𝑠=−∞

1

(𝑚1 + 2𝑞−𝑠+1𝑘1 . . .𝑚𝑠 + 2𝑞−𝑠+1𝑘𝑠)𝛼
=

= −|𝑆𝑞 (⃗0)|+
2𝑞−𝑠+1−1∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=0

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|𝑝
𝑠∏︁

𝜈=1

𝜁𝐻(𝛼; 2𝑞−𝑠+1,𝑚𝜈).

2

Теорема 3. Гиперболическая дзета-функция 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка является ана-
литической функцией для любого 𝛼 ̸= 1, и в левой полуплоскости 𝛼 = 𝜎+𝑖𝑡, 𝜎 < 0 справедливо
равенство

𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) = −|𝑆*
𝑞 (⃗0)|+

2𝑞−𝑠+1−1∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=0

|𝑆𝑞(𝑚⃗)|
𝑠∏︁

𝜈=1

⎛⎝𝜀(𝑚𝜈) +
𝑀(𝛼)

𝑛𝛼

∞∑︁′

𝑘𝜈=−∞

𝑒2𝜋𝑖
𝑘𝜈𝑚𝜈

𝑛

|𝑘𝜈 |𝛼

⎞⎠ . (40)

Доказательство. Действительно, все функции, входящие в правую часть равенства (39)
являются аналитическими функциями при 𝛼 ̸= 1. Поэтому по принципу аналитического про-
должения и гиперболическая дзета-функция 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) является аналитической функцией
для любого 𝛼 ̸= 1.

Далее заметим, что в левой полуплоскости 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 < 0 согласно равенству (30) (см.
стр. 110) и равенству (16) (см. стр. 107) имеем:

𝜁𝐻(𝛼; 2𝑞−𝑠+1,𝑚) = 𝑓*1 (𝛼; 2
𝑞−𝑠+1,𝑚) +

𝑀(𝛼)

|2𝑞−𝑠+1|𝛼
· 𝜁**

(︁
1− 𝛼,

𝑚

2𝑞−𝑠+1

)︁
.

Так как 2𝑞−𝑠+1 > 1, то 𝑓*1 (𝛼; 2𝑞−𝑠+1,𝑚) = 𝜀(𝑚), где

𝜀(𝑚) =

{︂
1, при 𝑚 = 0,
0, при 𝑚 ̸= 0.

2

7. Заключение

Из работ [1]–[42] можно составить представление о круге проблем, возникающих в
теоретико-числовом методе в приближенном анализе. В настоящей работе было показано,
что для произвольной сетки Смоляка тригонометрическая сумма сетки Смоляка 𝑆𝑞 (⃗0) = 1.
Отсюда следует, что норма линейного функционала приближенного интегрирования на классе
𝐸𝛼

𝑠 равна значению гиперболической дзета-функции 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка. Показано,
что гиперболическая дзета-функция 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка является рядом Дирихле.
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Отсюда возникает вопрос об аналитическом продолжении гиперболической дзета-функции
𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка как функции произвольного комплексного 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Так как
сетка Смоляка относится к числу рациональных сеток, то у неё оказывается существует ана-
литическое продолжение гиперболической дзета-функции 𝜁(𝛼|𝑆𝑚(𝑞, 𝑠)) сетки Смоляка на всю
комплексную плоскость кроме точки 𝛼 = 1, в которой у неё полюс порядка 𝑠.

Из работы следует, что остаются открытыми следующие вопросы:

1. является ли нормальным линейный оператор 𝐴𝑞 взвешенных сеточных средних по сетке
Смоляка при размерности 𝑠 > 3?

2. каковы истинные значения тригонометрических сумм 𝑆𝑞(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) сетки Смоляка при
размерности 𝑠 > 3?
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