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Аннотация

Устанавливается, что проблема автоморфной сводимости для наборов
элементов свободной группы F2 ранга два сводится к вопросу о разреши-
мости уравнений над этой группой.
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Abstract

Establish that the problem of reducibility for automorphic stencils free
group F2 of rank two is a matter of solvability of equations over this group.
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Проблема автоморфной сводимости для наборов элементов свободной груп-
пы была сформулирована и решена топологическими методами в 1936 году
Уайтхедом [1]. Решение методами комбинаторной теории групп было предло-
жено Рапапорт [2] и упрощено Хиггинсом и Линдоном [3].

Напомним формулировку проблемы автоморфной сводимости:
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по произвольным двум наборам (u1, . . . , un) и (v1, . . . , vn) элементов свобод-
ной группы определить, существует ли такой автоморфизм ϕ этой группы,

что
n

&
i=1

ϕ(ui) = vi.

Если в формулировке проблемы автоморфной сводимости заменить авто-
морфизм ϕ группы на ее эндоморфизм ϕ, то мы получим проблему эндоморфной
сводимости для наборов элементов руппы.

В настоящей заметке показывается, что проблема автоморфной сводимости
для наборов элементов свободной группы F2 ранга два сводится к проблеме
разрешимости в этой группе одного уравнения с пятью неизвестными, разре-
шенного относительно неизвестных. Это открывает возможность применения
для ее решения результатов Г.С.Маканина [4].

Теорема 1. По любым двум наборам (u1, . . . , un) и (v1, . . . , vn) элементов
свободной группы F2 со свободными образующими a и b можно построить
уравнение, разрешенное относительно неизвестных, вида

W (x, y, u, v, z) = [a, b]

такое, что существует автоморфизм ϕ группы F2 такой, что
n

&
i=1

ϕ(ui) = vi

тогда и только тогда, когда это уравнение имеет решение в группе F2.

Предварительно докажем вспомогательную лемму.

Лемма 1. Уравнение w(x1, . . . , xn, a, b) = 1 имеет решение в свободной
группе F2 тогда и только тогда, когда в этой группе имеет решение следую-
щее уравнение

w4(x1, . . . , xn, u, v)[u, v] = [a, b].

Доказательство. Если уравнение w(x1, . . . , xn, a, b) = 1 имеет решение g1, ...,
gn в свободной группе F2, то g1, ..., gn, a, b – решение уравнения

w4(x1, . . . , xn, u, v)[u, v] = [a, b].

Обратно, пусть g1, ..., gn, α, β – решение уравнения

w4(x1, . . . , xn, u, v)[u, v] = [a, b].

А.А.Вдовина в статье [5] доказала, в частности, что равенство [u, v][s, t] = w4

влечет в свободной группе F2 равенство w = 1. Поэтому равенство

w4(g1, . . . , gn, α, β)[α, β] = [a, b]

влечет равенства w(g1, . . . , gn, α, β) = 1 и [α, β] = [a, b].
Тогда по теореме А.И.Мальцева [6] α и β – свободные образующие свободной

группы F2, поэтому существует автоморфизм ϕ свободной группы F2 такой, что
ϕ(α) = a и ϕ(β) = b.
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Применив автоморфизм ϕ к равенству w(g1, . . . , gn, α, β) = 1, получим

w(ϕ(g1), . . . , ϕ(gn), a, b) = 1.

Значит уравнение w(x1, . . . , xn, a, b) = 1 имеет решение.

Доказательство. теоремы. А.И.Мальцев в работе [6] доказал, что
U и V – свободные образующие свободной группы F2 со свободными образу-

ющими a и b тогда и только тогда, когда на группе F2 истинна формула

(∃z)(z[U, V ]z−1 = [a, b] ∨ z[U, V ]z−1 = [a, b]−1.

Поэтому для двух наборов (u1(a, b), . . . , un(a, b)) и (v1(a, b), . . . , vn(a, b)) элемен-
тов свободной группы F2 существует автоморфизм ϕ этой группы такой, что

n

&
i=1

ϕ(ui(a, b)) = vi(a, b)

тогда и только тогда, когда на группе F2 истинна формула

(∃x, y, z)
n

&
i=1

ui(x, y) = vi(a, b) & ∨
ε∈{−1,1}

z[x, y]z−1 = [a, b]ε. (1)

Г. Гуревич [4] построил такое групповое слово D(x, y, a, b), что для произволь-
ных двух элементов g и h свободной группы F2 справедлива эквивалентность

D(g, h, a, b) = 1 тогда и только тогда, когда g = 1 ∨ h = 1.
А.И.Мальцев и Г. Гуревич [4] построили несколько примеров таких груп-

повых слов C(x, y, a, b), что для произвольных двух элементов g и h свободной
группы F2 справедлива эквивалентность

C(g, h, a, b) = 1 тогда и только тогда, когда g = 1& h = 1.
Используя указанные слова D(x, y, a, b) и C(x, y, a, b), мы из формулы (1)

удалим знаки дизъюнкции ∨ и конъюнкции & и получим формулу вида

(∃x, y, z)U(x, y, z, a, b) = 1

такую, что
для наборов (u1(a, b), . . . , un(a, b)) и (v1(a, b), . . . , vn(a, b)) элементов свобод-

ной группы F2 существует автоморфизм ϕ этой группы такой, что

n

&
i=1

ϕ(ui(a, b)) = vi(a, b)

тогда и только тогда, когда на группе F2 истинна формула

(∃x, y, z)U(x, y, z, a, b) = 1. (2)

Воспользовавшись леммой, получаем
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для наборов (u1(a, b), . . . , un(a, b)) и (v1(a, b), . . . , vn(a, b)) элементов свобод-
ной группы F2 существует автоморфизм ϕ этой группы такой, что

n

&
i=1

ϕ(ui(a, b)) = vi(a, b)

тогда и только тогда, когда в этой группе имеет решение следующее уравнение

U4(x, y, z, u, v)[u, v] = [a, b].

Обозначим через F5 свободную группу ранга 5, свободные образующие ко-
торой ради удобства обозначим через a, b, c, d и e.

Уравнение вида
W (x, y, z, u, v) = g(a, b)

имеет решение в группе F2 тогда и только тогда, когда оно имеет решение в
группе F5. Кроме того, уравнение указанного вида имеет решение в группе F5

тогда и только тогда, когда существует эндоморфизм ψ этой группы такой, что

ψ(W (a, b, c, d, e)) = g(a, b).

Следствие 1. Проблема автоморфной сводимости для наборов элементов
свободной группы F2 ранга 2 сводится к проблеме эндоморфной сводимости для
элементов свободной группы F5 ранга 5.
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