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Аннотация

В настоящей работе доказывается бесконечная алгебраическая независимость значений
гипергеометрических 𝐹 – рядов в полиадических лиувиллевых точках. Гипергеометриче-
ская функция – это функция вида

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 · · · (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1)𝑛 . . . (𝛽𝑠)𝑛 𝑛!

𝑧𝑛, |𝑧| < 1.

𝐹 – ряд – это ряд вида 𝑓𝑛 =
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛, коэффициенты которого 𝑎𝑛 удовлетворяют
некоторым арифметическим свойствам. Эти ряды сходятся в поле Q𝑝 – 𝑝 – адических чисел
и их алгебрических расширений K𝑣. Полиадическое число – это ряд вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈

Z. Лиувиллево число – это вещественное число 𝑥 такое, что для всех положительных
челых чисел 𝑛 существует бесконечное число пар целых чисел (𝑝, 𝑞), 𝑞 > 1 таких, что
0 <

⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
< 1

𝑞𝑛 . Полиадическое лиувиллево число 𝛼 обладает тем свойством, что для
любых чисел 𝑃,𝐷 существует целое число |𝐴| такое, что для всех простых чисел 𝑝 ≤ 𝑃
выполняется неравенство |𝛼−𝐴|𝑝 < 𝐴−𝐷.
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Abstract

This paper proves infinite algebraic independence of the values of hypergeometric 𝐹 – series
at polyadic Liouville points. Hypergeometric functions are defined for |𝑧| < 1 by the power
series:

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 · · · (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1)𝑛 . . . (𝛽𝑠)𝑛 𝑛!

𝑧𝑛.

𝐹 – series have form 𝑓𝑛 =
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛 whose coefficients 𝑎𝑛 satisfy some arithmetic properties.
These series converge in the field Q𝑝 of 𝑝 – adic numbers and their algebraic extensions K𝑣.
Polyadic number is a series of the form

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z. Liouville number is a real number x

with the property that, for every positive integer n, there exist infinitely many pairs of integers
(𝑝, 𝑞) with 𝑞 > 1 such that 0 <

⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
< 1

𝑞𝑛 . The polyadic Liouville number 𝛼 has the property
that for any numbers 𝑃,𝐷 there exists an integer |𝐴| such that for all primes 𝑝 ≤ 𝑃 the
inequality |𝛼−𝐴|𝑝 < 𝐴−𝐷.
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Введение

В данной работы доказывается бесконечная алгебраническая независимость гипергеомет-
рических 𝐹 – рядов в полиадических лиувиллевых точках.

Символ Похгаммера определяется равенствами

(𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎+ 1) . . . (𝑎+ 𝑛− 1), 𝑛 ≥ 1

Дадим определение обобщенных гипергеометрических функций и 𝐹 – ряда.

Определение 1. Пусть 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 ∈ C, 𝑏𝑗 ̸= 0,−1,−2, . . . , 𝑖 = 1, . . . , 𝑙, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то функ-
ции вида

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑙)𝑛
(𝛽1)𝑛 . . . (𝛽𝑚)𝑛

(︂
𝑡

𝑧

)︂𝑡𝑛
называются обобщёнными гипергеометрическими функциями.

Определение 2. Ряд

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛

принадлежит классу 𝐹 (K, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑞), если его коэффициенты принадлежат полю K и удо-
влетворяют условиям

1. |𝑎𝑛| = 𝑂(exp(𝑐1𝑛)), 𝑛 → ∞ (где для алгебраического числа 𝛼 символ |𝛼𝑛| обозначает
наибольшую из абсолютных величин алгебраически сопряжённых с 𝛼 чисел);
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2. существует последовательность натуральных чисел 𝑑𝑛 = 𝑞𝑛𝑑0,𝑛, где 𝑞 ∈ N, такая, что
𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ZK, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.

При этом 𝑑0,𝑛 делятся только на простые числа 𝑝, не большие 𝑐2𝑛, причём

ord𝑝 𝑑0,𝑛 6 𝑐3

(︂
log𝑝 𝑛+

𝑛

𝑝2

)︂
.

Полиадическое лиувиллево число 𝛼 обладает тем свойством, что для любых чисел 𝑃,𝐷
существует целое число |𝐴| такое, что для всех простых чисел 𝑝 ≤ 𝑃 выполняется неравенство

|𝛼−𝐴|𝑝 < 𝐴−𝐷.

Настоящая работа развивает результаты В.Г.Чирского [8].
Перейдем к формулировкам утверждений. Пусть

𝜉 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘, (1)

где 𝜃𝑘 ∈ K, причем этот ряд сходится во всех полях K𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉0. Обозначим

Θ𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘.

Для семейств вещественных чисел 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) и 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚) будем использовать
следующее обозначение

𝑎 ≈ 𝑏

если существует перестановка 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 чисел 1, . . . ,𝑚 такая, что 𝑏𝑗 − 𝑎𝑖𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
Также под 𝑎+ 𝑐 понимается (𝑎1 + 𝑐, . . . , 𝑎𝑚 + 𝑐).

Теорема 1. Пусть ряд

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜇1)𝑛 . . . (𝜇𝑟)𝑛
(𝜆1)𝑛 . . . (𝜆𝑠)𝑛

(𝑧𝑡)𝑡𝑛, (2)

в котором множество
𝑆 = {𝜇1, . . . , 𝜇𝑟;𝜆1, . . . , 𝜆𝑠} , 𝑟 > 𝑠 (3)

состоит из нецелых рациональных параметров, а

𝑡 = 𝑟 − 𝑠

чётно (𝑡 = 2𝑘) и для множества параметров 𝑆 выполнены следующие условия:

𝜇𝑖 − 𝜆𝑗 /∈ Z, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡+ 𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

Пусть для всех 𝑑 – общих делителей чисел 𝑡 и 𝑠 – либо не выполняется соотношение 𝜇+ 1
𝑑 ≈

𝜇, либо не выполняется соотношение 𝜆 + 1
𝑑 ≈ 𝜆. Также пусть не выполняется ни одно из

следующих условий:

1. если 𝑠 = 0, то существуют 𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑘−1 ∈ C такие, что

(𝜇̄+ 𝑥0) ≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1,−𝑥𝑘−1

)︂
;
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2. если 𝑠 > 0 – чётно (𝑠 = 2𝑢), то существуют 𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑘+𝑠−1 ∈ C такие, что либо

(𝜇̄+ 𝑥0) ≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞−1,−𝑥𝑘+𝑞−1

)︂
,

(︀
𝜆̄+ 𝑥0

)︀
≈ (𝑥𝑘+𝑞,−𝑥𝑘+𝑞, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1) ,

либо
(𝜇̄+ 𝑥0) ≈ (𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞,−𝑥𝑘+𝑞) ,(︀

𝜆̄+ 𝑥0
)︀
≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥𝑘+𝑞+1,−𝑥𝑘+𝑞+1, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1

)︂
;

3. если 𝑠 > 0 – нечётно (𝑠 = 2𝑢+ 1), то существуют 𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥+𝑠𝑘−1 ∈ C такие, что

(𝜇̄+ 𝑥0) ≈ (0, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞−1,−𝑥𝑘+𝑞−1) ,

(︀
𝜆̄+ 𝑥0

)︀
≈
(︂
−1

2
, 𝑥𝑘+𝑞,−𝑥+𝑞, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1

)︂
.

Пусть 𝜉 – ряд (1), где 𝜃𝑘 – целые числа из поля K𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉0. Пусть 𝜖 > 0, 0 < 𝛿 < 1 и
существует бесконечное множество номеров 𝑛 таких, что для всех простых чисел 𝑝, удо-
влетворяющих неравенству

𝑝 ≤ 𝑚 exp(ln1+2𝜖 |Θ𝑛|) (4)

и любого нормирования 𝑣, продолжающего 𝑝 - адическое нормирование в поле K, выполняется
неравенство

|𝜉 −Θ𝑛|𝑣 < exp(−(exp(ln1+𝜖 |Θ𝑛|) ln1+2𝜖 |Θ𝑛|), |Θ𝑛| > exp(ln2+𝜖 |Θ𝑛|) (5)

Тогда для любого многочлена 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), коэффициенты которого – целые числа из поля K,
не все равные нулю, существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 и нормирований
𝑣, продолжающих 𝑝 – адическое нормирование в поле K такие, что в поле K𝑣 выполняется
неравенство

|𝑃 (𝜉)|𝑣 = |𝑃 (𝑓(𝜉), 𝑓 ′(𝜉), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝜉))|𝑣 > 0.

Доказательство теоремы

Лемма 1. [8] Если параметры (3) являются рациональными числами, то соответству-
ющий ряд (2) будет 𝐹 – рядом.

Лемма 2. [8] Для любого множества параметров (3) ряд (2) представляет собой фор-
мальное решение линейного дифференциального уравнения:⎛⎝ 𝑠∏︁

𝑗=1

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑡 (𝜆𝑗 − 1)

)︂
− 𝑧𝑡

𝑟∏︁
𝑖=1

(︂
𝑧
𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑡𝜇𝑖

)︂⎞⎠ 𝑦 =

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑡 (𝜆𝑗 − 1)

Лемма 3. [8] При условиях теоремы 1. ряд 𝑓(𝑧) является 𝐹 – рядом.

Теорема 2. Пусть 𝐹 – ряды 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚(𝑧) составляют решение системы уравнений

𝑦′𝑖(𝑧) = 𝑄0,𝑖(𝑧)
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗,𝑖(𝑧)𝑦𝑗(𝑧), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,
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𝑄𝑗,𝑖(𝑧) ∈ K(𝑧), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚. (6)

и алгебраически независимы над полем K(𝑧). Пусть 𝜉 – ряд вида (1). Пусть 𝜖 > 0, 0 < 𝛿 < 1
и существует бесконечное множество номеров 𝑛 таких, что для всех простых чисел 𝑝,
удовлетворяющих неравенству

𝑝 ≤ 𝑚 exp(ln1+2𝜖 |Θ𝑛|) (7)

и любого нормирования 𝑣, продолжающего 𝑝 - адическое нормирование в поле K, выполняется
неравенство

|𝜉 −Θ𝑛|𝑣 < exp(−(exp(ln1+𝜖 |Θ𝑛|) ln1+2𝜖 |Θ𝑛|), |Θ𝑛| > exp(ln2+𝜖 |Θ𝑛|) (8)

Тогда для любого многочлена 𝑃 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), коэффициенты которого – целые числа из поля K,
не все равные нулю, существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 и нормирований
𝑣, продолжающих 𝑝 – адическое нормирование в поле K такие, что в поле K𝑣 выполняется
неравенство

|𝑃 (𝜉)|𝑣 = |𝑃 (𝑓1(𝜉), 𝑓2(𝜉), . . . , 𝑓𝑚(𝜉))|𝑣 > 0.

Доказательство теоремы 2 приведено в предыдущей статье [Чебышевский сборник, т.22,
вып.2, «Бесконечная линейная и алгебраическая независимость значений 𝐹 -рядов в полиади-
ческих лиувиллевых точках»].

Применение лемм 1 – 3 и теоремы 2 завершает доказательство теоремы 1.

Заключение

В настоящей работе была доказана бесконечная алгебраическая независимость значений
гипергеометрических 𝐹 – рядов в полиадических лиувиллевых точках.
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17. André Y. 2000, “Séries Gevrey de type arithmétique“, Annals of Mathematics, vol. 151, pp.
705-740

18. Chirskii V. G. Arithmetic properties of Generalized Hypergeometric Series // Russian Journal
of Mathematical Physics, Maik Nauka/Interperiodica Publishing (Russian Federation). 2020.
Vol. 27, №2, pp. 175-184.

19. Matala–Aho T. & Zudilin W. 2018, “Euler factorial series and global relations“, J. Number
Theory, vol. 186, pp. 202-210.

20. Bertrand, D., Chirskii, V.G. & Yebbou, Y. 2004, “Effective estimates for global relations on
Euler-type series“, Ann. Fac. Sci. Toulouse, vol. XIII, no. 2, pp. 241-260.


