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Аннотация

В статье рассматриваются вопросы трансцендентности и алгебраической независимо-
сти, формулируется и доказываются теорема для некоторых элементов прямых произ-
ведений 𝑝-адических полей. Пусть Q𝑝 — пополнение Q по 𝑝-адической норме, поле Ω𝑝 —
пополнение алгебраического замыкания Q𝑝, 𝑔 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 — произведение различных про-
стых чисел, а пополнение Q по 𝑔-адической псевдонорме это кольцо Q𝑔, иными словами
Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛 . Рассматривается кольцо Ω𝑔

∼= Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛 , содержащее Q𝑔 в качестве
подкольца. Также, рассматриваются гипергеометрические ряды вида

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

(𝛾1)𝑗 . . . (𝛾𝑟)𝑗
(𝛽1)𝑗 . . . (𝛽𝑠)𝑗

(𝑧𝑡)𝑡𝑗 ,

и их формальные производные. Получены достаточные условия, при которых значения
ряда 𝑓(𝛼) и формальных производных удовлетворяют глобальному соотношению алгебра-

ической независимости, если 𝛼 =
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑔
𝑟𝑘 , где 𝑎𝑘 ∈ Z𝑔, а неотрицательные рациональные

числа 𝑟𝑘 образуют возрастающую и стремящуюся к +∞ при 𝑗 → +∞ последовательность.
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Abstract

The article takes a look at transcendence and algebraic independence problems, introduces
statements and proofs of theorems for some kinds of elements from direct product of 𝑝-adic fields
and polynomial estimation theorem. Let Q𝑝 be the 𝑝-adic completion of Q, Ω𝑝 be the completion
of the algebraic closure of Q𝑝, 𝑔 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛 be a composition of separate prime numbers, Q𝑔

be the 𝑔-adic completion of Q, in other words Q𝑝1
⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛

. The ring Ω𝑔
∼= Ω𝑝1

⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛
, a

subring Q𝑔, transcendence and algebraic independence over Q𝑔 are under consideration. Also,
hypergeometric series

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

(𝛾1)𝑗 . . . (𝛾𝑟)𝑗
(𝛽1)𝑗 . . . (𝛽𝑠)𝑗

(𝑧𝑡)𝑡𝑗 ,

and their formal derivatives are under consideration. Sufficient conditions are obtained under
which the values of the series 𝑓(𝛼) and formal derivatives satisfy global relation of algebraic

independence, if 𝛼 =
∞∑︀
𝑗=0

𝑎𝑗𝑔
𝑟𝑗 , where 𝑎𝑗 ∈ Z𝑔, and non-negative rationals 𝑟𝑗 increase strictly

unbounded.
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Введение

Используются следующие обозначения: 𝑝 — простое число, Z𝑝 — кольцо целых 𝑝-адических
чисел, |𝑥|𝑝 = 𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝𝑥 — 𝑝-адическая норма; Q𝑝 — поле 𝑝-адических чисел, это пополнение поля
рациональных чисел по 𝑝-адической норме; Ω𝑝, оно же C𝑝 — пополнение алгебраического
замыкания Q𝑝; 𝐾[𝑥] — кольцо многочленов с коэффициентами из кольца 𝐾, например Q𝑝[𝑥],
𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] — кольцо многочленов от 𝑚 переменных над кольцом 𝐾.

Для 𝑔-адических чисел используются следующие обозначения: 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произве-
дение различных простых чисел, Z𝑔 — кольцо целых 𝑔-адических чисел, |𝑥|𝑔 — 𝑔-адическая
псевдонорма; Q𝑔 — кольцо 𝑔-адических чисел, пополнение множества рациональных чисел по
𝑔-адической псевдонорме; построено кольцо Ω𝑔 — расширение кольца Q𝑔, Ω𝑔

∼= Ω𝑝1⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛 .
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Основные понятия и определения

Определение 1. Обозначим Φ : Q𝑔 → Q𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Q𝑝𝑛 — прямой изоморфизм колец, а
Ψ : Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛 → Q𝑔 — обратный.

Замечание 1. Описание изоморфизма Q𝑔 ∼= Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛 см. в [22], с. 59.

Утверждение 1. Множество Ω𝑝1⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛 — кольцо, которое содержит кольцо Q𝑝1⊕
. . .⊕Q𝑝𝑛 в качестве подкольца.

Содержание этого утверждения очевидно.

Замечание 2. Пространство Q𝑔 представляет из себя множество {Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)}, где
(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) пробегает множество Q𝑝1 ⊕ . . .⊕Q𝑝𝑛.

Теперь мы построим пространство Ω𝑔. В силу предыдущего замечания, мы можем допол-
нить множество Q𝑔 недостающими элементами и обозначить их Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), где (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)
пробегает множество Ω𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Ω𝑝𝑛 . Более того, продолжение изоморфизма Ψ, которое мы
построим, будет отображать элементы (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) в Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), поэтому совпадение обо-
значений не приведет к конфликту.

Определение 2. Пусть Ω𝑔 = {Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)}, где (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) пробегает Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕Ω𝑝𝑛.
Алгебраическую структуру заимствуем из кольца Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛.

Утверждение 2. Кольцо Ω𝑔 содержит Q𝑔 в качестве подкольца. Существует про-
должение изоморфизма Ψ : Ω𝑝1 ⊕ . . . ⊕ Ω𝑝𝑛 → Ω𝑔 и продолжение обратного изоморфизма
Φ : Ω𝑔 → Ω𝑝1 ⊕ . . .⊕ Ω𝑝𝑛.

Доказательство. В силу замечания 2 и определения 2, очевидно, что кольцо Ω𝑔 содержит
Q𝑔 в качестве подкольца. Продолжение изоморфизма Ψ определим следующим образом, пусть
Ψ отображает элемент (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) в Ψ(𝛽1, . . . , 𝛽𝑛). Такое отображение будет изоморфизмом в
силу определения 2. Изоморфизм Φ продолжим, как обратный к Ψ.

Замечание 3. Далее, нет смысла упоминать названия изоморфизмов, они будут опуще-
ны, поскольку обозначения не вызывают разночтений. Если 𝛼 ∈ Ω𝑔, то 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛),
где 𝛽𝑘 ∈ Ω𝑝𝑘 . Аналогично, если 𝛼 ∈ Q𝑔, то 𝛽𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 , если 𝛼 ∈ Z𝑔, то 𝛽𝑘 ∈ Z𝑝𝑘 . Любой
многочлен 𝐺 ∈ Q𝑔[𝑥] можно представить в виде

𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛), где 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥]

и вычислить по формуле

𝐺(𝛼) = (𝑃1(𝛽1), 𝑃2(𝛽2), . . . , 𝑃𝑛(𝛽𝑛)), где 𝛼 ∈ Ω𝑔, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛).

Аналогично, если 𝐺 ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚], то 𝑃𝑘 ∈ Q𝑝𝑘 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑚].

Определение 3. Обозначим 𝑈𝑝 := {𝛽 ∈ Q𝑝 : |𝛽|𝑝 = 1}.

Определение 4. Обозначим Z*𝑔 := {𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛) ∈ Z𝑔 : ∀𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝛽𝑘 ̸= 0}.

Хотелось бы ввести обозначение 𝐴∖̂︀0, которое бы исключало из множества 𝐴, являющегося
прямым произведением, все такие элементы, что хотя бы одна из компонент тождественно
равна нулю, иными словами, исключить нули и делители нуля. Это обозначение представим
в следующем виде.
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Определение 5. Z𝑔∖̂︀0 := Z*𝑔, Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 := {𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥] : ∀𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛},
𝑃𝑘 ̸≡ 0} и так далее.

Замечание 4. Следующие определения раскрывают смысл глобального соотношения, ко-
торое говорит о наличии соответствующего соотношения для каждой компоненты.

Определение 6. Пусть 𝛼 ∈ Ω𝑔, 𝛼 = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛). Будем называть 𝛼 глобально
трансцендентным над Q𝑔 элементом Ω𝑔, если для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена
𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝛽𝑘) ̸= 0.

Определение 7. Пусть 𝛼𝑖 ∈ Ω𝑔, 𝛼𝑖 = (𝛽𝑖,1, 𝛽𝑖,2, . . . , 𝛽𝑖,𝑛), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Будем назы-
вать 𝛼𝑖 глобально алгебраически независимыми над Q𝑔 элементами Ω𝑔, если для любого
𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется нера-
венство 𝑃𝑘(𝛽1,𝑘, . . . , 𝛽𝑚,𝑘) ̸= 0.

Определение 8. Степенной ряд 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]], 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛), будем назы-

вать глобально трансцендентным над Q𝑔, если для любого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена
𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥]∖̂︀0 выполняется неравенство 𝑃𝑘(𝑓𝑘) ̸≡ 0.

Определение 9. Степенные ряды 𝑓𝑖(𝑧) =
∞∑︀
𝑗=0

𝑐𝑖,𝑗𝑧
𝑗 ∈ Z𝑔[[𝑧]], 𝑓𝑖 = (𝑓𝑖,1, . . . , 𝑓𝑖,𝑛),

𝑖 = 1, . . . ,𝑚, будем называть глобально алгебраически независимыми над Q𝑔, если для лю-
бого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любого многочлена 𝐺 = (𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛) ∈ Q𝑔[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚]∖̂︀0 выполняется
неравенство 𝑃𝑘(𝑓1,𝑘, . . . , 𝑓𝑚,𝑘) ̸≡ 0.

Формулировка и доказательство теоремы

Для семейств действительных чисел 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑘) и 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) используем обозна-
чение

𝑎 ≈ 𝑏,

если существует перестановка 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 чисел 1, . . . , 𝑘 такая, что 𝑏𝑗 − 𝑎𝑖𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.
Также, используем обозначение 𝑎+ 𝑐 для семейства чисел (𝑎1 + 𝑐, . . . , 𝑎𝑚 + 𝑐).

Теорема 1. Пусть 𝑡 = 𝑟 − 𝑠 > 0,

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑗=0

(𝛾1)𝑗 . . . (𝛾𝑟)𝑗
(𝛽1)𝑗 . . . (𝛽𝑠)𝑗

(𝑧𝑡)𝑡𝑗 .

Пусть четное число 𝑡 = 2𝑘 и пусть множество параметров 𝑆 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑟;𝛽1, . . . , 𝛽𝑠) удо-
влетворяет следующим условиям:

𝛾𝑖 ̸∈ Z, 𝛽𝑗 ̸∈ Z, 𝛾𝑖 − 𝛽𝑗 ̸∈ Z, 𝑖 = 1, . . . , 𝑡+ 𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠.

Для всех общих делителей 𝑑 чисел 𝑡, 𝑠, ни одно из соотношений 𝛾 + 1
𝑑 ≈ 𝛾 или 𝛽 + 1

𝑑 ≈ 𝛽 не
может иметь места.

Кроме того, не выполняются следующие условия:
1) если 𝑠 = 0, тогда существуют 𝑥0, . . . , 𝑥𝑘−1 ∈ C такие, что

𝛾 + 𝑥0 ≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1,−𝑥𝑘−1

)︂
,
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2) если 𝑠 > 0, 𝑠 = 2𝑞, тогда существуют 𝑥0, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1 ∈ C такие, что

𝛾 + 𝑥0 ≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞−1,−𝑥𝑘+𝑞−1

)︂
,

𝛽 + 𝑥0 ≈ (𝑥𝑘+𝑞,−𝑥𝑘+𝑞, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1) ,

или
𝛾 + 𝑥0 ≈ (𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞,−𝑥𝑘+𝑞) ,

𝛽 + 𝑥0 ≈
(︂

0,−1

2
, 𝑥𝑘+𝑞+1,−𝑥𝑘+𝑞+1, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1

)︂
,

3) если 𝑠 > 0, 𝑠 = 2𝑞 + 1, тогда существуют 𝑥0, . . . , 𝑥𝑘+𝑙−1 ∈ C такие, что

𝛾 + 𝑥0 ≈ (0, 𝑥1,−𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+𝑞−1,−𝑥𝑘+𝑞−1) ,

𝛽 + 𝑥0 ≈
(︂
−1

2
, 𝑥𝑘+𝑞,−𝑥𝑘+𝑞, . . . , 𝑥𝑘+𝑠−1,−𝑥𝑘+𝑠−1

)︂
.

Пусть 𝑓 ′(𝑧), 𝑓 ′′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) — формальные производные вышеуказанного ряда 𝑓(𝑧).
Пусть 𝑔 = 𝑝1 . . . 𝑝𝑛 — произведение 𝑛 > 1 различных простых чисел, для любого 𝑗 =

1, . . . , 𝑠, наибольший общий делитель (𝑔, 𝛽𝑗) = 1,

𝛼𝜇 =
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗,𝜇𝑔
𝑟𝑗,𝜇 , 𝛼𝜇 ∈ Ω𝑔, 𝑎𝑗,𝜇 ∈ Z*𝑔, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть
1) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 положительные рациональные числа 𝑟𝑗,𝜇 образуют возрастающую
и стремящуюся к +∞ при 𝑗 → +∞ последовательность;
2) для любого 𝜇 = 1, . . . ,𝑚 существует бесконечное множество номеров 𝑗 таких, что число
𝑟𝑗+1,𝜇 не является линейной комбинацией с целыми коэффициентами чисел 1, 𝑟1,𝜇, . . . , 𝑟𝑗,𝜇 и
чисел 𝑟𝑗′,𝜇′ при любых 𝑗′ и при 𝜇′ ̸= 𝜇;
3) не существует номеров 𝑗, 𝑗′, 𝜇 таких, что разница 𝑟𝑗,𝜇 − 𝑟𝑗′,𝜇 является целым числом.

Тогда элементы 𝑓 (𝜆)(𝛼𝜇), где параметры пробегают значения 𝜆 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1, 𝜇 =
1, . . . ,𝑚, представляют собой глобально алгебраически независимые над Q𝑔 элементы Ω𝑔.

Доказательство. Достаточно воспользоваться теоремой 7 из статьи "Арифметиче-
ские свойства элементов прямых произведений 𝑝-адических полей, II". Поскольку коэф-
фициенты ряда 𝑓(𝑧) представляют собой рациональные числа, знаменатели которых вза-
имно просты с 𝑔, значит коэффициенты рядов принадлежат Z𝑔. Остается показать, что
𝑓(𝑧), 𝑓 ′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) ∈ Z𝑔[[𝑧]] глобально алгебраически независимые над Q𝑔.

Предположим противное, а именно, пусть 𝑝 — простой делитель числа 𝑔, а ряды
𝑓(𝑧), 𝑓 ′(𝑧), 𝑓 ′′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) являются алгебраически зависимыми над Q𝑝. Поскольку 𝑓(𝑧),
𝑓 ′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) ∈ Q[[𝑧]], можно воспользоваться леммой 2 из статьи "Арифметические
свойства элементов прямых произведений 𝑝-адических полей, II". Если ряды 𝑓(𝑧), 𝑓 ′(𝑧),
𝑓 ′′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) являются алгебраически зависимыми над Q𝑝, то и над Q, но согласно ре-
зультатам из статьи [19], 𝑓(𝑧), 𝑓 ′(𝑧), 𝑓 ′′(𝑧), . . . , 𝑓 (𝑟−1)(𝑧) являются алгебраически независимыми
над C(𝑧), противоречие.

Заключение

Статья показывает пример приложения результатов об алгебраической независимости для
конкретного случая.
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