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Аннотация

В статье исследуется зависимость функций капитала (ресурса) и потребления в эконо-
мической модели Рамсея — Касса — Купманса в случае, когда сбережение является тож-
дественной постоянной. В сделанных предположениях ситема дифференциальных уравне-
ний, описывающая эволюцию рассматриваемой экономической модели, решена в квадра-
турах. На основании полученного решения найдены оценки сверху функции потребления.
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Abstract

We study the dependence of the functions of capital (resource) and consumption in the
Ramsey–Kass–Koopmans economic model in the case when saving is an identical constant.
The system of differential equations describing the evolution of the economic model under
consideration is solved in quadratures under the assumptions made. Upper estimates of the
consumption function are found based on the obtained solution.
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Введение

В модели Рамсея – Касса – Купманса (см. [5] –[12]), применяемой в теории экономическо-
го роста, определяющую роль играет система двух дифференциальных уравнений, которой
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удовлетворяют функции 𝐾(𝑡) — капитал в момент времени 𝑡 и 𝐶(𝑡) — потребление в момент
времени 𝑡: {︃

𝐾̇(𝑡) = 𝑎𝐾𝛼(𝑡)− 𝐶(𝑡)− 𝑥1𝐾(𝑡),

𝐶̇(𝑡) = 𝜃−1𝛼𝑎𝐾𝛼−1(𝑡)𝐶(𝑡)− 𝑥2𝐶(𝑡).
(1)

В систему входит набор констант (𝑎, 𝛼, 𝜃, 𝑥1, 𝑥2), характеризующих рассматриваемую эконо-
мическую структуру.

Первая группа констант 𝑎, 𝛼, 𝜃 определяет производственную функцию Кобба – Дугласа 𝑓
и функцию полезности 𝑈𝜃. В качестве функции 𝑓(𝐾), выражающей зависимость производства
продукции от капитала 𝐾, берут степенную функцию Кобба – Дугласа [5] –[12]

𝑓(𝐾) = 𝑎𝐾𝛼. (2)

В последних работах Гомеса [18], [19] экономическая модель Рамсея – Касса – Купманса раз-
биралась также и для CES производственной функции, т.е. для функции вида 𝑓(𝐾) =
= 𝐵(𝛼𝐾𝜓 + (1− 𝛼))1/𝜓, где 𝐵 > 0, 𝛼 ∈ (0; 1), 𝜓 < 1.

В статье нами задача решается на бесконечном промежутке времени 𝑡 ∈ [0;∞). Отметим
также некоторые интересные обобщения данной модели, в которых рассматриваются задачи
на конечном промежутке времени (модель с "известным концом света") с учётом режима
производства технологической информации см. [17]. В работах авторов [1] –[4] также изучалась
модель экономического роста на конечном промежутке времени.

Во всех востребованных на практике моделях показатель степени 𝛼 в производственной
функции Кобба –Дугласа лежит в пределах 0.7 6 𝛼 6 0.97. Модели со значениями показателя
𝛼 меньше 2/3 считаются заведомо неэффективными и не рассматриваются см. [15]. В качестве
функции полезности 𝑈𝜃 обычно берут

𝑈𝜃 =
𝐶1−𝜃 − 1

1− 𝜃
, 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1, 𝑈1(𝐶) = ln𝐶. (3)

Значение параметра 𝜃 обычно лежит в отрезке 0.4 6 𝜃 6 4.
Вторая группа констант, линейными комбинациями которых являются 𝑥1 = 𝑥 + 𝑛 + 𝛿 и

𝑥2 = 𝛿+𝜌
𝜃 + 𝑥, связана с такими характеристиками изучаемой экономической системы (𝑛, 𝑥,

𝛿, 𝜃), как темпы прироста населения, развитие уровня технологии, выбывания капитала, а
также ставкой временного предпочтения. Подробно с ними можно ознакомиться в [7] –[12]. В
дальнейших рассмотрениях существенно, что 𝑥1, 𝑥2 — небольшие положительные числа, как
правило, лежащие в пределах от 0.01 до 0.1.

В этой работе мы изучаем решения системы уравнений (1) в том важном частном случае,
когда величины 𝑥1 и 𝑥2 связаны между собой соотношением

𝑥2 = 𝛼𝑥1. (4)

Равенство (4) рассматривалось в ряде публикаций, поскольку при его выполнении функция
сбережения (см. о ней в [8]) является тождественной постоянной. Отметим, что нам не встре-
тились в работах по этой тематике какие-либо решения системы (3) в квадратурах даже при
выполнении связи (4) между входящими в систему экономическими параметрами. Обычно на-
ходят приближённое решение данной системы уравнений (без теоретической оценки погрешно-
сти), либо решают её численно. Также из этой системы приближённо выражают зависимость
𝐶(𝐾), показывающую, каким образом функция потребления зависит от величины капитала.

В случае выполнения равенства (4) мы получили решение системы дифференциальных
уравнений (1) в квадратурах, хотя решение содержит интегралы от элементарных функций,
в общем случае через элементарные функции не выражаемые. В то же время, в процессе
решения системы (1) мы получили, введя функции

𝑣(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑒𝑥1 𝑡, 𝑤(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑒𝑥2 𝑡, (5)
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явную зависимость 𝑣(𝑤) через элементарные функции. Анализ этой зависимости позволил об-
наружить ограничение на значения функции потребления 𝐶(𝑡), выражаемое через начальные
условия

𝐾(0) = 𝐾0, 𝐶(0) = 𝐶0. (6)

Как правило, в статьях, где рассматривались экономические модели, описываемые систе-
мой дифференциальных уравнений (1) с начальными условиями (6), рассматривались только
возрастающие решения системы (1) (как 𝐾(𝑡), так и 𝐶(𝑡)). Необходимым (но недостаточным)
условием возрастания 𝐾(𝑡) является следующее неравенство между начальными условиями:

𝐶0 6 𝑓(𝐾0). (7)

Мы несколько расширили допустимый класс решений системы (1), не требуя возрастания
𝐾(𝑡); мы лишь требуем, чтобы возрастающей являлась функция 𝑣(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑒𝑥1 𝑡. Очевидно,
что неубывание 𝐾(𝑡) влечёт за собой возрастание 𝑣(𝑡), но не наоборот.

В указанных предположениях доказана теорема 1, которая является основным результа-
том нашей работы. Говоря описательно, содержание этой теоремы состоит в том, что если
начальное значение 𝐶0 функции потребления 𝐶(𝑡) "ненамного"меньше значения производ-
ственной функции 𝑓 от начального капитала 𝐾0, то 𝐶(𝑡) не может "значительно"подняться
над своим начальным уровнем без того, чтобы нарушилось возрастание 𝑣(𝑡) и, как следствие,
начала бы снижаться величина капитала 𝐾(𝑡).

Основные результаты

Перед формулировкой теоремы введём сравнительную характеристику начальных усло-
вий (6)

△ =
𝑓(𝐾0)

𝐶0
− 1, (8)

неотрицательную согласно ограничениям (7). Введённая характеристика связана с началь-
ным значением неотрицательной функции 𝑠(𝑡) = 1 − 𝐶(𝑡)

𝑓(𝐾(𝑡)) , известной как норма валового

сбережения. Нетрудно убедиться в справедливости равенства △ = 𝑠(0)
1−𝑠(0) . Откуда вытекает

равносильность △ > 0⇐⇒ 𝑠(0) > 0.

Теорема 1. Пусть 𝐾(𝑡), 𝐶(𝑡) — решения системы (1) на произвольном отрезке 0 6 𝑡 6
𝑇 , удовлетворяющие начальным условиям (6), подчинённым ограничению (7). Тогда при усло-
вии (4) связи между параметрами справедливо следующее утверждение. Для того, чтобы
функция 𝑣(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑒𝑥1 𝑡 была неубывающей на всем отрезке [0;𝑇 ], функция 𝑤(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑒𝑥2 𝑡

во всех точках отрезка [0;𝑇 ] необходимо должна удовлетворять оценке сверху

𝑤(𝑡) 6 𝐶0 (1 +△(1− 𝜃))
1

1−𝜃 , если 𝜃 ∈ (0; 1), (9)

𝑤(𝑡) 6 𝐶0𝑒
△, если 𝜃 = 1. (10)

Если 𝜃 > 1, то оценка сверху

𝑤(𝑡) 6 𝐶0 (1−△(𝜃 − 1))
1

1−𝜃 (11)

выполняется при условии 0 < △ < (𝜃 − 1)−1.
Функция 𝑤(𝑡) является возрастающей, и поэтому выполнение неравенств (9)–(11) в точ-

ке 𝑇 следует, что они выполняются во всех точках интервала (0;𝑇 ), причём неравенства
становятся строгими.
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Замечание 1. Если функция 𝑤(𝑡) достигнет в некоторой точке 𝑡 = 𝑇0 значения, сто-
ящего в правой части неравенств теоремы 1 (какого именно неравенства — зависит от
значения 𝜃), то при всех 𝑡 > 𝑇0 функция 𝑤(𝑡) в силу своего возрастания превзойдёт эту
границу. А тогда функция 𝑣(𝑡) (и тем более 𝐾(𝑡)) будет иметь при любом 𝑡 > 𝑇0 отрица-
тельную производную.

Замечание 2. В случае 𝜃 > 1, когда △ > (𝜃 − 1)−1 наш метод не дает ограничений на
значения 𝑤(𝑡) (или хотя бы 𝐶(𝑡)), однако возможность наличия подобных ограничений не
исключена.

Из теоремы 1 и тождества 𝐶(𝑡) = 𝑤(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡 получаем ограничение сверху для значений
функции потребления.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 для функции потребления 𝐶(𝑡) при всех значениях
𝑡 > 0 верны следующие оценки сверху;

𝐶(𝑡) 6 𝐶0𝑒
−𝑥2 𝑡 (1 +△(1− 𝜃))

1
1−𝜃 , если 𝜃 ∈ (0; 1),

𝐶(𝑡) 6 𝐶0𝑒
(△−𝑥2 𝑡), если 𝜃 = 1,

𝐶(𝑡) 6 𝐶0𝑒
−𝑥2 𝑡 (1−△(𝜃 − 1))

1
1−𝜃 , если 𝜃 > 1, △ < (𝜃 − 1)−1.

Преобразуя систему дифференциальных уравнений (1) относительно функций 𝐾(𝑡) и 𝐶(𝑡)
в систему дифференциальных уравнений относительно функций 𝑣(𝑡) и 𝑤(𝑡), определённых
формулами (5). Полученная в результате этих преобразований система дифференциальных
уравнений относительно функции 𝑣 и 𝑤 будет выглядеть проще, нежели система (1), но, в от-
личие от неё, окажется не автономной: в правых частях уравнений будут присутствовать мно-
жители, явно зависящие переменной 𝑡. Однако, в силу равенства (4) эти множители являются
одинаковыми. Данное обстоятельство позволит вывести для зависимости 𝑣(𝑤) дифференци-
альное уравнение первого порядка, задача Коши для которого явно решается известными
методами.

Согласно (5) имеем

𝐾̇(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑣(𝑡)𝑒−𝑥1 𝑡

)︀
= 𝑣̇(𝑡)𝑒−𝑥1 𝑡 − 𝑥1𝑣(𝑡)𝑒−𝑥1 𝑡 = 𝑣̇(𝑡)𝑒−𝑥1 𝑡 − 𝑥1𝐾(𝑡),

𝐶̇(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝑤(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡

)︀
= 𝑤̇(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡 − 𝑥2𝑤(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡 = 𝑤̇(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡 − 𝑥2𝐶(𝑡).

Отсюда находим

𝐾̇(𝑡) + 𝑥1𝐾(𝑡) = 𝑣̇(𝑡)𝑒−𝑥1 𝑡, 𝐶̇(𝑡) + 𝑥2𝐶(𝑡) = 𝑤̇(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡. (12)

Из (12) заключаем, что после перехода от 𝐾(𝑡) и 𝐶(𝑡) к функциям 𝑣(𝑡) и 𝑤(𝑡) по формулам
(5) система уравнений (1) приобретает следующий вид:{︃

𝑣̇𝑒−𝑥1 𝑡 = 𝑎𝑣𝛼(𝑡)𝑒−𝛼𝑥1 𝑡 − 𝑤(𝑡)𝑒−𝑥2 𝑡;

𝑤̇𝑒−𝑥2 𝑡 = 𝜃−1𝛼𝑎𝑣𝛼−1(𝑡)𝑤(𝑡)𝑒((1−𝛼)𝑥1−𝑥2) 𝑡.
(13)

После умножения первого уравнения системы (13) на 𝑒𝑥1 𝑡, а второго — на 𝑒𝑥2 𝑡 приходим к
равносильной (4) системе дифференциальных уравнений{︃

𝑣̇ = 𝑎𝑣𝛼𝑒𝑥1(1−𝛼)𝑡 − 𝑤𝑒(𝑥1−𝑥2)𝑡;
𝑤̇ = 𝜃−1𝛼𝑎𝑣𝛼−1𝑤𝑒𝑥1(1−𝛼)𝑡.

(14)
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Вследствие условия (4) величины 𝑥1(1− 𝛼) и 𝑥1 − 𝑥2 совпадают. Обозначим

𝑥1 − 𝑥2 = 𝑥1(1− 𝛼) = κ > 0.

Ввиду сказанного, система уравнений (14), равносильная исходной системе (1) при ограниче-
нии (4), приобретает следующий вид:{︃

𝑣̇ = (𝑎𝑣𝛼 − 𝑤)𝑒κ𝑡,

𝑤̇ = 𝜃−1𝛼𝑎𝑤𝑣𝛼−1𝑒κ𝑡.
(15)

Из системы (15) мы получим обыкновенное дифференциальное уравнение для зависимости
𝑣(𝑤). Приведём без доказательства следующий результат, который позволяет находить явное
выражение функции 𝑣 через 𝑤.

Теорема 2. Если экономические параметры, определяющие систему дифференциальных
уравнений (1) с начальными условиями (6), связаны соотношением (4), то между функци-
ями 𝑣 = 𝑣(𝑡) и 𝑤 = 𝑤(𝑡), выражающимися через 𝐾(𝑡) и 𝐶(𝑡) по формулам (5), имеется
следующая зависимость:

𝑣 =

(︃
𝐾𝛼

0

(︂
𝑤

𝐶0

)︂𝜃
+
𝜃𝑤𝜃

𝑎
(𝑈𝜃(𝐶0)− 𝑈𝜃(𝑤))

)︃1/𝛼

.

Заключение

Проделанное исследование имеет целью дать количественное выражение интуитивно оче-
видному принципу, состоящему в том, что успешный экономический рост невозможен, если
уровень производства "значительно" не опережает уровень потребления. Но сколь значитель-
ным должно быть это опережение в начальный момент времени? Мы получили первые теоре-
тически обоснованные результаты в данном направлении для экономических систем со стаци-
онарной функцией сбережения. Для того, чтобы дать оценку сверху максимально возможному
уровню потребления в рассматриваемых нами экономических моделях, мы ввели численную
характеристику начального состояния экономической системы, определяемую формулой (8),
которую можно назвать относительным превышением значения производственной функции
от начального капитала над начальным уровнем потребления. В терминах этой величины
мы дали ограничения на то, во сколько раз может вырасти уровень потребления в процессе
эволюции рассматриваемой экономической системы. Более того, мы указали границу, выше
которой уровень потребления никак не может подняться, чтобы не нанести ущерб имеющемуся
в рассматриваемой структуре экономическому ресурсу.

Полученное ограничение существенно зависит от выбранного в модели значения параметра
𝜃; это объясняется тем, что от параметра 𝜃 зависит норма валового сбережения 𝑠(𝑡) = 1− 𝐶(𝑡)

𝑓(𝐾(𝑡)

(здесь 𝑓 — производственная функция, в нашем случае функция Кобба –Дугласа), которая в
стационарном состоянии (когда 𝐾̇(𝑡) = 𝐶̇(𝑡) = 0) в случае функции Кобба –Дугласа принимает
вид:

𝑠* = 𝛼 · 𝑥+ 𝑛+ 𝛿

𝜌+ 𝜃𝑥+ 𝛿
=
𝛼

𝜃
· 𝑥2
𝑥1
,

которая тем меньше, чем больше значение 𝜃. Поэтому с увеличением значения 𝜃 ограничения
на 𝐶(𝑡) делаются менее обременительными.

Статья ставит ряд вопросов. Отметим три из них.

1. Сколь окончательны полученные ограничения? Думается, что они допускают усиления.
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2. Если 𝜃 > 0, то при △ > (𝜃 − 1)−1 наш метод ограничение на 𝐶(𝑡) не даёт. Должно ли
оно быть?

3. Как трансформируются ограничения, если 𝑥2 ̸= 𝛼𝑥1? Например, если разность 𝑥2−𝛼𝑥1 —
очень малое положительное или отрицательное число.

Cкажем несколько слов о перспективах развития теоремы 2. Нетрудно убедиться в том, что
явное выражение функции 𝑣 через 𝑤 позволяет решить систему дифференциальных уравне-
ний (15) в квадратурах, но получающиеся интегралы не вычисляются в элементарных функ-
циях. Поэтому для детального изучения поведения решений системы (15), т.е. функций 𝑣(𝑡)
и 𝑤(𝑡), придётся применять к подынтегральным функциям методы теории приближений, ап-
проксимируя их функциями, интегралы от которых имеют достаточно простой вид.
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